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Im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig ist erschienen 
and durch alle Buchhandlungen zu beziehen: 

iiittht^f Dr. (2E*, met^obtfd^ gcorbnctc Slufgabcnfamtnlung, mcl^r 
aB 8000 STufgabcn entl^oltcnb, über aUc 2:ciic ber ®Icmcntar*5lnt!^mctiI, 
öorjugStoeife für @^mna[ten, Slcalg^ntnafien unb Dbcrxeal^d^ulcn. 3^^ 
alter .nb neuer Stu^gabc. gr. 8. 

911t e 9luS gäbe. 25. Auflage. [XIY u. 380 @.] 1900. 2}auerfiaft ge6. ./^S.20 

(StBfd^nitt xxn l^ictau» BefonberS abgebtudft. *«— .80.) 

Sleuc Ausgabe, ©eforgt bon jjf. ^ic^fer, ?3tofcffor am (S^mnafium ju 9^orb« 

fiaufeti, un b 0. ^reSler, Obcrlcl^tcr an bet jDbcr»?ReaIf(iöuIc ju 
^annober. [Vn u. 876 ©.] 1900. 2)aucr]^aft geb. .^ä: 8.20. 

aritbrncttid^e Slufgaben nebft Sel^rbud^ ber Slritl^metif, 



öor§uggtoel(e für l^öl^erc 93ürgerf deuten, ^lealfd^ulen, ^rogijmnafien unb 
9leat:prog^tttnafien. ^n alter unb neuer 5luiggabe. gr. 8. 

«Ite Slugg ab e. 11. Auflage. [X u. 269 ©.] 1900. »aucrl^aft geb. ^2.40. 

Sleuc Ausgabe, ©efotgt bon gf- ^fe^ter, ^rofeffor am ®^mnaflum iu ^oxh» 

baufen, unb O. $ reglet, Obetlei^tei an ber Ober-SHealfd^uIe m 
^annobcr. 1900. [©rfd^ctnt im ^crbft 1900.] 

arttl^mettfd^e Slufgaben nebft Sel^rbud^ ber Slrttl^nietif, 



öorjuggttjeife für 9fleal(d^ulen, j^öl^ere SBürgerfd^uIen unb öertoanbte 
5lnftalten neu bearbeitet unb mit einer Sogaritl^mentafel öerjel^en öon 
Dr. §. §ar teuft ein. Slu^gabe A; mit Sogaritl^mentafet 3. Sluflage. 
[IV u. 202 ©.] gr. 8. 1900. a)aucrl^aft geb. c/ä: 2.— 
^u§gabe B: ol^ne Sogaritl^mentafel 3. Sluflage. [IV 



u. 170 @.] gr. 8. 1900. geb. JC 1.80. 

3u biefer 8(u8gabe flnb bie auf me^rfad^en SBunfc^ bon Br. ^artenftein bearbeiteten 
„ffinfftetttgen logarttl^m. u. trigonom. tafeln" 5u gebrauchen. 

[ ] günffteUige 93riggif(|e Sogaritl^men berS^l^Icn bon l bis 

10000 nebft ben fed^gftettigen Sogaritl^men ber 8aMen üon 10000 m 
10 800 für SfJealfd^uIen u. öerttJonbteStnftalten, namentlid^ ju Dr. (g. »arbe^'g 
Slritl^metifd^en Stuf gaben unb fiel^rbud^ ber Äritl^metif, l^erau^gegeben bon 
Dr. §. ©artenftein. [32 @.] gr. 8. 1896. @teif gel^. JC —.30. 

9lefultate ju ben 5 Sammlungen je .^ l.— 

[Sicfclben flnb nid^t burd^ ben JBud^l^anbel ju bejiel^en, fonbern werben nur unmittelbar 
bon ber SerlagSbuci^l^anblung gegen ®tnfenbung ton JCl.— (in Söricfmarfen) an beglaubigte 
ßel^rcr geliefert.] 

Einleitung jur Huflöfung eingefleibeter algebraifd^er 

Slufgaben. 1. %dU Slufgaben mit einer Unbelannten. [VI 
u. 95 ©.] gr. 8. 1887. gel^. JC 1.50. 

algebraische Gleichungen nebst den Resultaten 



und Methoden zu ihrer Auflösung. 4. Aufl. [XIII u. 378 S.] 
gr. 8. 1893. geh. c/Äi 6.— 

quadratische Gleichungen mit den Lösungen für die 



oberen Klassen der Gymnasien und Realschulen. 2. verb. Auflage. 
[IV u. 94 S.] gr. 8. 1887. geh. JC 1 . 60. 

zur Formation quadratischer Gleichungen. 2. Ausg. 



[Vin u. 390 S.] gr. 8. 1894. geh. JC 3.— 

Diekniaiin^ Prof. Dr. Jos., Rektor des Realprogjmnasiums zu Viersen, 
Anwendung der Determinanten und Elemente der neuern 
Algebra auf dem Gebiete der niedem Mathematik. Zum Gebrauche 
beim Unterricht an höheren Lehranstalten, sowie zum Selbstunter- 
richt. [Vin u. 111 S.] gr. 8. 1889. geh. JC 1.60. 

(Etrfjlrwrtt, Dr. HD*, Dberlel^rer an ber Äatfer SBill^elmsSleaHdöuIe ju ©öttingen, 
aritl^metifd^e Sflegell^efte mit SSieberl^oIung^tafeln. 3n 
4 heften, gr. 8. ©teif gel^. 

^eft 1. Duarta (Quinta): Kcd^nen als ©orftufe ber STOatl^ematil. 3n bauerfiaftcm 

Umfd^Iag. [40 ©.] 1900. JC —AO. 
^eft 2. Untertertia: ©runbred^nungSarten mit attgemeincn Saluten. Oleid^ungcn. 

gn bauerl^aftem Umfd^tag. [82 ©.] 1900. Ji —AO. 
_ . bertcrtia: $robortionen, ^otengen, SBut^eln, ©leid^ungcn. 3n bauerl^aftcm 

Umfd^Iag. [42 S.] 1900. JC —AO. 
^eft 4. Unterfcfunba: ßogaritl^men, aieil^cn, Sinfe3»3in3« unb JRentenrcd^nung. 3n 
bauer^laftem Umf(5lag. [28 @.] 1900. JC —.30. 



Brleri Dr. Vf^ weil. Professor am Egl. Pädagoginm Züllichan, die Ele- 
mente der Kegelschnitte in synthetischer Behandlung. 
Zum Gebrauche in der Prima höherer Lehranstalten. Fünfte Auflage 
besorgt von Dr. L. Huebner, Professor am Gymnasium zu Schweid- 
nitz. Mit 80 Fi^ren im Text [VI u. 60 S.l gr. 8. 1898. kart. .>*: 1 . 20. 

Fuhrmann y W.y Oberlehrer an der Realschule auf der Burg in Eönigs- 
berg/Ostpr., Wegweiser in der Arithmetik, Algebra und 
niederen Analysis, bestehend in einer p^eordneten Sammlung 
von Begriffen, Formeln und Lehrsätzen in diesen Disziplinen. 
[63 S.] gr. 8. 1886. kart. JC 1.— 

Ganter, Dr. H«. Professor an der Eantonschule in Aarau, und Dr. 
F. Budio, Professor am Polytechnikum in Zürich, die Elemente 
der analytischen Geometrie der Ebene. Zum Gebrauch an 
höheren Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit zahlreichen 
Übungsbeispielen. I. Teil: Die analytische Geometrie der 
Ebene. Mit 64 Figuren im Text. 4. verb. Aufl. [VIII u. 180 S.] 
gr. 8. 1900. geb. JC S.— 

Siehe auch: Budio, Elemente der analytischen Geometrie des Baumes. 

Gimdt, Martin, König] . Baugewerkschul- Lehrer, Baumlehre für 
Baugewerkschulen und verwandte gewerbliche Lehr- 
anstalten, 2 Teile, gr. 8. 1897. kart. JC 3.40. 

I. Teil Lehre toh den ebenen Figuren. Mit 276 Fig. im Text n. 887 der 

Baupraxis entlehnten Aufgaben. [Vi nu.99 S.] In Lnw. kart. JCi.iO, 

n. — Körperlehre. Mit 64 Textfiguren. [YIII u. 65 S.] kart. «^ 1.— 

Henrioi, Julius, Gymnasial-Professor in Heidelberg, u. P. Treutleln, 
Professor am Gymnasium zu Karlsruhe, Lehrbuch der Ele- 
mentar-Geometrie. 3 Teile, gr. 8. geh. ^€ 7.60. 

I. Teil. Gleichheit der Gebilde in einer Ebene. Abbild, ohne Mafs&ndemng. 
Mit 193 Fig. In Holzachn. 8. Aufl. [Vin u. 144 S.] 1897. UK 2.— 
n. — Abbildung in yerändertem Mafse. Berechnung der Gröfaen der 
ebenen Geometrie. Mit 188 Figuren in ' Holzschnitt und einem 
(lithogr.) Kärtchen. 2. Auflage. [IX u. 248 S.] 1896. JC 2.80. 
III. — Lage und Gröfse der stereometrischen Gebilde. Abbildungen der 
Figuren einer Ebene auf eine zweite (Kegelschnitte). Pensum fflr 
Prima. Mit tS4 Fig. in Zinkographie. [YIII u. 194 SJ 1883. ^2.80. 

Hoohlieiiny Dr. Adolf. Professor , Aufgaben aus der analytischen 
Geometrie der Ebene. Heft 1. Die geradeLinie, der Punkt, 
der Kreis. 2. verb. Aufl. 2 Teile, gr. 8. 1894. geh. JC 3.20. 
A. Aufgaben. [IV u. 86 S.] *ä: 1 .60. B. Auflösungen. [106 S.] UK 1 .60. 

Heft II. Die Kegelschnitte. Abteilung!. 2. Aufl. 

2 Teile, gr. 8. 1898. geh. JC S.—, A. Aufgaben. [IV u. 81 S.] 
JC 1.40. B. Auflösunpren. [96 S.] JC 1.60. 

Heft in. Die Kegelschnitte. Abteilung II. 



2 Teile, gr. 8. 1886. geh. JC 2.80. A. Aufgaben. [67 S.] JC 1,20. 
B. Auflösungen [94 S] JC 1.60. 
40l|müUer, $rof. Dr. (Sußno^ ^ir. ber (Semerbefd^ute (iReatfd^uIe mit f$ad^s 
Haffen) ^u Sagen i. 9B., ajlitglieb ber Äaif. 2top, ®aroI. Sllabemie ber 
92atutforfd^et, metl^obiid^ee ^el^ibucl^ ber dltmtntaxs'Sflat^es 
matif. (3m engften ^nfc^Iug an bte Sfeeuen 2t^xpläm.) gr.8. 3nSnto. geb. 
m^tmtint »tt00oBe A. 3n 3 2:etlcn. gr. 8. JJn ßnto. geb. 

I. Xeil, na(^ da^tgängen geocbnet unb Md hVix ^bfd^Iugprüfung ber SoUanftalten 
teidienb. S. t)o^)iel'au{laoe. Wät 142 f^iguren im 2:e£t. [Yin u. 889 @.] 
1898. JC 2.40. 
n. — tfit bie brei Oberflaffen ber l^ö^crcn Sefiranftalten beftimmt. 2. Kuflage. 

»tu 210 ijiguren im 2e|t [Vlil u. 292 ©.] 1897. JC S.— 
m. — £ebr« unb Ubungdftoff aut freien 9(u8ioa^I für bie $rima realiflifc^er IBoU* 
anftalten unb böserer ^ac^fc^ulen, nebft gorbe reitungen auf bie ^oc^fd^ul' 
S)io%niatif. SKii i60 giguren im Xest. [Vni u. 224 ©.] 1896. .Ä 2.80. 

tlttdgalle B, für ©Ijmnoflcn. ^n 2 teilen, gr. 8. gn i3n». geb. 

L £eil, im Slnft^Iuganbiepreugifc^enSe^rptonebon l892nad^3a^rgftngengeorbnet 
unb bid 5ur ^bfc^Iugprüfung ber Unterfetunba reic^enb. SKitlSS ijriguren 
im lejt. [Vin u. 228 S.] 1896. JC 2.40. 
n. — im $lnfc^Iu6 an bie preugifc^en fiebrpl&ne bon 1892 nad^ ;3al^rgftngen 
georbnet unb bi8 jur @ntlaffungeprufung rei(^enb. SRit 196 f$tguren 
im Xert. [Vni u. 279 @.j 1896. JC 3.— 
$8egIeittt)ort beS ^enafferS ^ierju, nur für £e^rer beftimmt, liefert bie S3erlag8bu(^* 
^nblung auf SBunfc^ unentgeltlich. 



WH&tt, §., £)hexlt^xet am ^atferin ^ttgufta^s^^mnaftum $u (S^arlottenbutg, 
unb SR. ftutatMt^, Oberlel^rer an ber Xn. Sieal^ule in Sderlin, 
Sammlung bon Aufgaben aui^ ber ^titl^ntetil, S^rigono^« 
mettie unb ©teteontetrie nttt befonberer ^erüctfid^tigung i^ret ^n» 
toenbungen jufammengefieEt. %n%%üht A für bie SRittelllaffen ber 
aieforntjd^ulen, ®^ntnafien, SRealg^mnafien unb DbcrrcaUd^ulen. 2etl I. 
[Vm u. 316 @.] gr. 8. 1900. 3n Setntt). geb. n. JC 2.80. 

%u9%aht B für 9lealfc^ulen. [Vm u. 289 6.] 

gr. 8. 1900. 3n ßeinto. geb. n. JC 2.60. 

PrlXy Ernst, Oberlehrer an der Eönigl. Bealschxüe I. 0. zn Annaberg, 
Elemente der darstellenden Geometrie. 2 Teile, gr. 8. 
geh. JC 8.20. 

I. TelL DsTttellnng von Banmgebil den dnr eh Ortho gona lg Pro» 
Jektionen. Mit in den Text gedruckten Figuren. [YII o. 78 S.] 
188d. JC l.%0, 
n. — Schnitte Ton ebenen und krummen Fliehen. Sohief- 
winklige und axonometrisohe Projektionen. Gentral- 
projektion. SUt in den Text gedruckten Figuren. [lY u. 180 8.] 
1888. JC2.— 

Beidt| Dr. Friedrich , Professor am Gymnasium nnd dem Realgym- 
nasium zu Hamm, Sammlung von Aufgaben und Beispielen 
aus der Trigonometrie und Stereometrie. 2 Teile, gr. 8. geh. JCl. — 

I. TeU. Trigonometrie. 4., verb. Aufl. [X u. 850 S.] 1894. JC 4.— 
n. — Stereometrie. 4., yerb. Aufl. bearb. t. A. Muoh. [YIII u. 194 S.] 
1897. JCS.— 

Resultate der Bechnungsaufgaben in der Sammlung 

Yon Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie und Stereo- 
metrie. 2 Teile, gr. 8. geh. JC 2.80. 

I. Teil. Trigonometrie. 4. Aufl. [88 8.] 1894. JC 1.80. 
II. — Stereometrie. 4. Aufl. bearb. r. A. Mvob. [68 8.] 1897. JCl.— 

die trigonometrische AnalysisplanimetrischerEon- 



struktions-Aufgaben. [Ym u. 60 S.] gr. 8. 1882. kart. <4^ 1 . 20. 

BriidiOy Dr. F.. Professor am Polytechnikum in Zürich, die Elemente 
der analytischen Geometrie des Baumes. Zum Gebrauche 
an höheren Lehranstalten, soipvie zum Selbststudium. Mit zahl- 
reichen Übungsbeispielen. Mit 12 in den Text gedruckten Figuren. 
2. Auflage. [X u. 184 S.] gr. 8. 1899. geb. JCS.— 

u. Ganter, analytische Geometrie der Ebene, siehe: Ganter 

u. Budio. 

S^lbct^fn$tx f O^M itnb Dr. Ü)^ (E^i^ Oberlel^rer am ^gl. (H^mnafium p 
(Sl^emni^, ^(ufaabenfammlung filr ben Sted^en-Unterridlt in 
ben Unterflaffen ber (S^^mnafien, Slealg^ntnafien unh ditaU 
fd^ulen. 2. öcrbeffertc Stuflage. 3 §efte. gr. 8. 1899. lart. 

I. ^eft SHe ttitt ®runbrfd^nun98ai:ten mit ganzen einfad^ unb mel^ad^ Benannten 

ßal^Ien. [IV u. 91 ©.] JC l.— 
n. — JBrud^ted^nung. [104 @.] JC l.iO. 
m. — @d^Iu^ed^nung. $roaent% Bind* unb SHSlontotei^nung. [70 6.] JC —.80. 

(9ie{uUate l^ierp nur burd^ bie ^erlag^buc^l^anblung.) 

SoMULe^ Dr. phü. E., Oberlehrer am G^ymnasium zu Saarburg i/L., 
Sammlung planimetrischer Aufgaben für den Gebrauch 
an höheren Schulen. [IV u. 54 S.] gr. 8. 1890. kart. «^C l.- 
SohottenyDr.Heinrlch.Inhalt und Methode des planimetrischen 
Unterrichts. Eine y ergleichende Planimetrie. In 8 Bänden. 
I. Band. [IV u. 370 S.] gr. 8. 1890. geh. JC^.— 

: IL Band. [IV u. 410 S.] gr. 8. 1898. geh. UK 8.— 

Schubert 9 Dr. Hermann, Professor an der Gelehrtenschule des 
Johanneums in Hamburg, fünfstellige Tafeln und Gegen- 
tafeln für logarithmisches und trigonometrisches Bech- 
nen. [VI u. 157 S.] gr. 8. 1897. In Leinwand geb. JC 4:, — 



SolLülke» Dr. A., Tierstellige Logarithmentafeln nebst matlie* 
matischen, physikalischen und astronomischen Tafeln. Für den 
Schulgebrauch zusammengestellt. Dritte verbesserte Auflage, 
pi u. 18 S.] gr. 8. 1900. Steif geh. JL —.60. 

trigonometrische Tafel. 2. Aufl. [IBI.] gr.8. 1896. ^ — .16. 

SdrülUr^ Dtmer %z\*s ©eminatle^ter in ^o|)|)arb am 9ll^ein, auiSfül^ts 
H^ei^ £e]^rBu4 ber ^ritl^metil unb Algebra für l^öl^ete 
@(i^ulcn unbScl^xcrfemtnarc, befonbcrg äunt@clbftuntcrrtd^t. 
3^ cngftcr SBcr!niil^fung mit ber ©eomctrtc %vx SJcrftnnlid^ung ber 8a!^I= 
begriffe, S^l^eorien, £)|)erationen, ßel^rfäfte unb Slnflöfung öon Slufgaben 
fijftematifd^ bearbeitet. 9JHt 64 fSfiguren im S^eyt. ^xotxitf um bie 
ßogaritl^men öermel^rte, tool^Ifeile IfuSgabe. [XXVI u. 478 @.] gt. 8. 
1897. 3)auer]^aft geb. JL 2.50. 

S4ui|e, Dr. ^vxVf ^Bel^rer an ber SBieberfd^en Sftealfd^ule in Hamburg, Seit^ 
fabcn für ben ttigonometrif d^en unb ftereometrifd^en Unter« 
rid^t an pl^eren Bürger« u. iRealfd^uIen. 9Jht f^iguren im Se^t. 2 $efte. 
gr. 8. 1890. fart je JL 1.20. 

I. ^eft. Xtigonomettie. [Vin u. 78 6.3 
n. — ©tcteometrie. pv u. 60 6.] 

SohuBter^ Prof. Dr. M.^ Oberlehrer an der Oberrealschule zu Oldenburg, 
geometrische Aufgaben. Ein Lehr- und Übungsbuch zum 
Grebrauch beim Unterricht an höheren Schulen, gr. 8. 

Ausgabe A: für YoUanstalten. fVin u. 147 S.] Mit 2 Uthograph. Tafeln. 

1899. In Leinwand geb. »^2. — 
Ausgabe B: für Progymnasien und Bealsohulen. [VII u. 111 S.] Mit 2 lithogr. 

Tafeln. 1899. In Leinwand geb. »^1.60. 

Senm0f Dr. %^ $tit)atbo5ent an ber fönigl. ted^nifd^en ^od^fdbule $u 
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Vorwort. 



Mit der Neubearbeitung dieses dritten Teiles der Geometrie hat 
nun das Ganze die Verbesserung in praktischer Richtung gewonnen, 
die sich aus einem mehr als zehnjährigen Gebrauch in der Schule 
von selbst ergab. Was das Buch von Poncelets klassischem Werk 
zum ersten Male in die Schule einführte ^ ist nun ein gesicherter 
Bestandteil des Unterrichts geworden. Das Abbilden^ ein Begriff^ 
den die ältere Schulgeometrie nicht erwähnt, hat sich zum Leit- 
gedanken entwickelt, nach dem sich Alles auf das natürlichste an- 
einander reihet und ordnet, selbst bis auf die alten Formen von 
Prismen und Pyramiden. 

Auch die Lehre von der Symmetrie wurde mittlerweile in den 
Schulen in dem Mafse mehr eingebürgert, als diese aus den Werken 
neuester Kunstrichtung verschwand. Ist es etwa ein Naturgesetz, 
dafs je mehr etwas mit dem Verstand erfafst wird, es seine Bedeutung 
für die freie Kunst verliert? 

Die Veränderungen dieses dritten Teiles, so sehr sie selbst die 
Anordnung des Ganzen zu treffen scheinen, sind doch wesentlich nur 
Vereinfachungen, und wenn trotzdem der Umfang des Buches nicht 
abgenommen hat, so kommt dies einerseits daher, dafs die Klarlegung 
und Begründung an manchen Stellen mehr Baum in Anspruch nahm 
und andererseits der ÜbungsstoflF in den Aufgaben nach der Seite 
sowohl des Rechnens als des Zeichnens vermehrt wurde. 

Auch im Lehrgang selbst wurde mehr Gewicht auf das Zeichnen 
gelegt und namentlich auch auf die Erfordernisse der darstellenden 
Geometrie Rücksicht genommen. Doch konnte die darstellende 
Geometrie als solche nicht mafsgebend sein für die Anordnung, da 
für diese die folgerichtige Ordnung der Gebilde selbst, nicht ihre 
Darstellung auf der Ebene den Ausschlag geben muTs. Zu der 
Aufgabe, das körperlich-räumliche Vorstellungsvermögen zu entwickeln 
und zu kräftigen, sind ja wohl beide Lehrgegenstände in gleichem 
Mafse berufen. 

Li dem sehr abstrakten Gebiet der Lage von Punkten, Geraden 
und Ebenen werden sowohl an das räumliche Anschauungsvermögen, 
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IV Vorwort. 

als an die logische ürteilskrafk der Schüler höhere Anforderungen 
gestellt; deshalb wurden gerade hier gegen die Übung theoretischer 
Lehrbücher der Mathematik Hinweise auf Vorkommnisse und An- 
wendungen im Leben eingestreut, natürlich geschieden von dem 
eigentlichen Text durch kleinem Druck. Dem Einen werden freilich 
diese Einstreuungen als Entweihung der strengen Wissenschaft 
erscheinen, während ein anderer darin vielleicht blofs den dürftigen 
Versuch sieht, die graue Theorie mit dem grünen Baum des Lebens 
zu vereinen. 

Die Kegelschnitte werden im folgenden betrachtet als Schnitt- 
linien von Ümdrehungskegeln, als Schatten der Kugel und in all- 
gemeinster Fassung als Bilder des Kreises oder als Bilder dieser 
Bilder. Der Steinerschen Entstehung dieser Linien aus projektiven 
Punktreihen und Strahlenbüscheln geschah schon im zweiten Teil 
Erwähnung, wo die Kegelschnitte als Bilder des Kreises in der Ebene 
der Vorlage behandelt werden. Die umfassende Behandlung der 
Kegelschnitte als Kreisbilder setzt in diesem dritten Teil keinen vor- 
herigen Unterricht in neuerer Geometrie voraus. 

Wir möchten hier noch darauf aufmerksam machen, dafs von 
Prof. Dr. Strack „Modell-Netze zu den Gebilden der Kegelschnitte^^ 
(im Verlag von Gutsch in Karlsruhe, zum Preis von 1 M.) erschienen 
sind im unmittelbaren Anschlufs an den Perspektiven Teil dieses 
Lehrbuches, eine kleine Sammlung, die in der Hand der Schüler, 
namentiich solcher von geringerem Vorstellungsvennögen, die besten 
Dienste leisten kann. 

Im Anhang finden sich als Beigaben die grundlegenden Aufgaben 
der darstellenden Geometrie über Punkte, Geraden und Ebenen, die 
Zeichnung der KrystaUe mittels des Axenkreuzes und der Entwurf 
zu Kartennetzen. Zum Schlufs ist noch die Frage beantwortet, wie 
der Standpunkt zu wählen ist, um ein Bild zu betrachten. 
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L Absclmitt. 

Beziehnngen der Lage von Punkten, Geraden, Ebenen 

and ümdrehnngsfläclien. 

Erstes Kapitel. 

Bestunmungen der Lage von Punkten, Geraden und Ebenen. 

§ L Punkt, Gerade nnd Ebene. 

1. Von den seither betrachteten Figuren einer einzigen Ebene 
wenden wir uns nun zu den Gebilden des körperlichen Baumes. Hier 
ist zunächst festzustellen, wodurch die Lage einer Ebene im Baum 
bestimmt wird (vgl. I. Teil § 4). 

Eine Ebene ist die Fläche, die durch drei nickt in einer Geraden 
liegende Punkte eindeutig bestimmt ist. 

Wird eine durch drei Punkte bestimmte Ebene aus dieser Lage 
durch Verschieben, Drehen oder Umwenden (I §§ 21, 22, 15) in eine 
andere Lage gebracht, bei der drei andere ihrer Punkte auf jene 
Punkte fallen, so enthält die Ebene wieder die gleichen Punkte des 
Baumes wie in der ursprünglichen Lage. 

2. Da dasselbe auch für eine Gerade in Bezug auf zwei Punkte 
gut, so folgt: 

Eine Gerade dv/rch gwei Punkte einer Ebene fallt mit oMen ihren 
Punkten in die Ebene, 

Prüfung einer Ebene (ßeifsbrett) durch ein Lineal. 

3. Hiemach kann die La^ge einer Ebene statt durch drei Punkte 
auch bestimmt werden: a) durch eine Gerade und einen Punkt OAifser 
ihr, b) du/rch zwei sich schneidende Geraden y c) durch zwei parallele 
Geraden, 

Die Ebene wird im Falle a) erzeugt durch eine Gerade (Er- 
zeugende), die sich um den Punkt dreht und auf der Geraden hin- 
gleitet (I § 3, 3), im Falle b) und c) durch eine Gerade, die in allen 
möglichen Weisen auf beiden Geraden zugleich hingleitet. Der Fall c) 
ist dem Fall b) einzureihen, da die parallele Lage nur die Grenz- 

Henrioi u. Treutl ein, Elementargeometrie m. 2. Aufl. 1 



2 1. Kap. Punkte, Geraden und Ebenen. § 1. 

läge ist, der die Schneidende (Erzeugende) bei der Drehung um den 

Punkt unbeschränkt nahe kommt, wenn der Schnittpunkt unbeschrankt 

weit hinaus rückt. 

Bezeichnen wir die Geraden durch die Buchstaben a und 6, so 

kann ihre Ebene mit ah bezeichnet werden. 

Die durch einen Strahlpunkt gehenden oder die parallelen Lichtstrahlen, 
die längs einer Geraden hingleiten, bilden eine Strahlenebene. 

4. Hieraus folgt weiter: 

a) Zwei Geraden einer Ebene schneiden einander, oder sie sind 
parallel. 

Zwei Geraden, die weder einander schneiden noch parallel sind, 
heifsen windschiefe oder kreuzende Geraden. 

b) Durch zwei windschiefe Gerade kann keine Ebene gelegt werden. 

5. a) Wie eine Ebene durch eine Gerade in zwei Halb ebenen 
(in eine Halbebene und ihre Gegenhalbebene) zerlegt wird, so 
trennt eine Ebene den Raum in zwei Teile, die als die eine und 
die andere Seite von der Ebene aus benannt werden. 

b) Wenn von einer Geraden XA^ ein Punkt X in einer Ebene ß 
liegt, ein anderer Ptmkt A^ OMfserhalb ß, so trifft die 
Gerade die Ebene nur in dem einen Punkt, ihrem Spur- 
punkt (vgl. 2). Der eine Halbstrahl XA^ der Geraden 
liegt auf der einen, der andere auf der andern Seite 
der Ebene. 

c) Verbindet man zwei Punkte A^ und A^ der 
beiden verschiedenen Seiten der Ebene ß durch eine 
Gerade, so schneidet diese die Ebene in einem Punkt Y. ^'»- ^• 

6. Wenn eine Ebene a mit einer andern ß einen Punkt X ge- 
mein hat, so liegen von den Strahlen, die in der Ebene a durch den 
Punkt X gehen, die Halbstrahlen und Gegenstrahlen auf entgegen- 
gesetzten Seiten der Ebene /3; zwei Punkte A^ und A^ der Ebene a, die 
auf entgegengesetzten Seiten von ß liegen, bestimmen eine Ver- 
bindungsgerade, die die Ebene ß in einem Punkt Y schneidet. Dann 
gehört die Verbindungsgerade X Y beiden Ebenen an (2). Ausser 
dieser Geraden, der Schnittgeraden beider Ebenen, können die 
Ebenen keinen Punkt gemeinsam haben, da durch eine Gerade und 
einen Punkt ausser ihr nur eine Ebene möglich ist (3 a). 

2jwei Ebenen durch einen Punkt haben nur einen Strahl dieses 
Punktes gemeinsam. 

Sind a und ß die beiden Ebenen, so kann die Schnittgerade mit 
aß bezeichnet werden. 

Der Schatten oder das Bild einer Geraden auf einer Ebene ist eine 
Gerade, die durch den Spurpunkt der Geraden auf der Ebene geht. 

Die Ebenen durch eine gemeinsame Gerade bilden einen Ebenen- 
büschel, dessen Träger die Gerade ist. 




g 1. I. £ap. Pnnkte, Oeiaden und Ebenen. 3 

7. Man nennt eine Gerade parallel einer Ebene, wenn sie 
keinen Fuiikt mit ihr gemein hat. 

Nun seien die Geraden a nnd b parallel, und nnr h liege in 
einer Ebene ß. Dann kann die Ebene ah mit ß keinen Punkt aufaer- 
balb h gemein haben; somit hat auch die in ihrer ganzen Ausdehnung 
in der Ebene ab liegende Gerade a, da sie parallel h ist, mit ß keinen 
Punkt gemeinsam. D. h.: 

a) Wenn eine Gerade su einer Geraden einer Ebene paraUel ist, 
so ist sie der Ebene parallel. 

Sie kann auch hier als Grenzlage angeeehen werden, der man 
durch Hinausrücken des Schnittpunkts mit b in unendliche Entfernung 
unbeschränkt nahe kommt. 

Aus a) folgt: 

b) Wenn eine Gerade der Schnittgemden zweier Ebenen pardUd 
ist, so ist sie beiden Eb^wn paraMel. 

8. Umgekehrt werde nun angenommen, eine Gerade a sei einer 
Ebene ß (Fig. 2) parallel. Dann kann ii^jend eine durch a gelegte 
Ebene a die Ebene ß nur in einer Geraden aß 

schneiden, die || a ist; denn beide Geraden« und aß 
können nicht windschief sein, da beide in der 
Ebene a liegen, und können einander nicht schnei- 
den, da a mit ß keinen Punkt gemein hat. Daraus 
folgt: 

a) Wenn eine Gerade und eine Ebene parallel 
sind, so schneidet eine Ebene durch die Gerade die 
erste Ebene in einer Parallelen eur Geraden. Man ^^' ^' 

kann in der Ebene durch jeden ihrer Punkte eine Parallele zu jener 
Geradem ziehen. 

Eine wagrechte Mauerkante wirft auf eine wagrechte Ebene einen 
Schatten, der ihr selbst parallel ist, 

Ist a 1 ß und a || y (Fig. 3), so mufs die Parallele zur Geraden a, 
die durch einen Punkt der Schnittgraden ßy gezogen 
wird, in beide Ebenen fallen, also eben diese Schnitt- 
gerade sein; d. h.: 

b) Wenn eine Gerade mit zwei einander schneidenden 
Ebenen paraUel ist, so ist sie deren Schnittgeraden parallel. 

9. Wenn die Strahlen mnes ZweisiraMs parallel zu 
einer Ebene sind, so ist es auch die Ebene des ZweiskaMs. 

Denn wenn die einander schneidenden Geraden a ^s * 
nnd h parallel zu einer Ebene ß sind und wenn es eine Schnittgerade 
der Ebenen ah und ß gäbe, so müTste diese Schnittgerade {| a sein, weil 
a II ß ist (8 a), und sie müfete auch || b sein, weil b || ß ist. Dies ist unmög- 
lich, da nicht zwei Strahlen a und b eines Punktes mit einer Geraden 
parallel sein können; also haben beide Ebenen keine Schnittgerade. 
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§ 1. 



Da die beiden Strahlen des Punktes aufgefafst werden können 
als Grenzlagen zweier Strahlen^ deren Schnittpunkte mit der Ebene 
in unendliche Entfernung hinausrückten^ so kann die Ebene durch 
diese Strahlen als Grenzlage der Ebene durch den Punkt aufgefafst 
werden, deren Schnittgerade mit der ersten Ebene (d. i. die Verbindungs- 
gerade jener beiden Schnittpunkte) in unmefsbare Ewtfemwng hincms- 

rückte] daher heifsen beide Ebenen parallel. 

Parallele Lichtstrahlen längs paralleler Geraden geben parallele Strahlen- 
ebenen. 




Fig. 4. 



§ 2. Lage von drei oder melireren Cfrnndgebilden. 

1. Die drei Ebenen a, ß, y schneiden einander in drei Geraden aßy 
ßy,ycc. Die beiden, der Ebene a angehörigen Geraden aß und ya mögen 
sich in dem Punkte P schneiden (Fig. 4). Dieser Punkt 
gehört als Punkt der Geraden aß auch der Ebene ß 
an und ebenso als Punkt von ya der Ebene y, somit 
auch der Schnittgeraden ßy, d. i. die Schnittgerade ßy 
geht durch denselben Punkt mit den beiden ersteren 
Schnittgeraden. 

Ist dagegen (Fig. 2) aß \ ya, so kann auch ßy 
weder die Gerade aß noch auch ya schneiden, da nach 
dem Vorangehenden andernfalls stets auch alle drei Geraden durch den- 
selben Schnittpunkt gehen müfsten, was der Annahme aß\\ya wider- 
spricht; ßy kann aber auch nicht windschief zu aß sein, da beide 
in ß liegen, und ebenso auch nicht windschief zu ya. Daher ergiebt 
sich der Satz: 

Die drei Schnittgeraden dreier Ebenen gehen entweder durch einen 

Punkt oder sind parallel 

Ein Beispiel für den ersten Fall bietet jede Ecke ; den zweiten Fall ver- 
deutlichen zwei Dachflächen mit dem Dachboden. — Zwei verschiedene 
Schattenbilder einer Geraden auf einer Ebene schneiden einander im Spur- 
punkt der Geraden auf der Ebene, oder sie sind mit einander oder mit der 
Geraden parallel. 

2. Wenn zwei Gerade einer dritten pa/rallel sind, so sind sie es 
a/uch unter einander. 

Wenn nämlich (Fig. 2) a\c und b || c, so schneiden einander die 
Ebenen ac, cb und bÄ, wobei Ä ein Punkt von a sei, in dreien zu 
einander parallelen Geraden, da die Schnittgeraden c und b parallel 
sind; die dritte Schnittgerade mufs aber mit der Geraden a zusammen- 
fallen, da beide Geraden durch Ä gehen und parallel c sein sollen. 
Also ist auch a \\ b. 

3. Werden die parallelen Ebenen a und ß (Fig. 5) von einer dritten 
Ebene y geschnitten, so können die Schnittgeraden ay und ßy ein- 
ander nicht schneiden, da sie parallelen Ebenen a und ß angehören; 
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Fig. 5. 



sie können einander aber auch nicht kreuzen^ da. sie einer einzigen 
Ebene y angehören. Daraus folgt: 

a) Zwei parallele Ebenen schneiden ein dritte Ebene in pa/raUden 
Geraden. 

Bei parallelen Lichtstrahlen sind die Schatten paralleler Geraden auf 
einer Ebene parallel. 

b) Durch einen Punkt ffiebt es zu einer Ebene nwr eine parallele 
Ebene. Alle Strahlen eines Punktes^ die parallel 
zu einer Ebene sind, liegen in einer Ebene. 

Gäbe es nämlich durch einen Punkt Ä zwei 
Ebenen a und cc^ parallel zu einer Ebene ß, so 
müfsten deren Schnittgeraden ay und a^y mit 
einer weiteren durch A gelegten Ebene y beide 
parallel zur Schnittgeraden ßy sein, was bei 
einem Punkt Ä unmöglich ist. 

c) ' Wenn zwei Ebenen einer dritten parallel sind, so sind sie es 
auch unter einander. 

Sie können (nach b) keinen Punkt mit einander gemein haben. 

d) Die Schnittgeraden zweier Paare von Pa/raUd-Ebenen sind 
parallel. 

Ist «11«^, /'Ml; so ist die Schnittgerade ccß\\cciß\\cc^ßi- 

4. Sind zwei parallele Ebenen und zwischen ihnen zwei parallele 
Geraden gegeben, so wird durch diese und die Schnittgeraden ihrer 
Ebene mit ersteren Ebenen ein Parallelogramm bestimmt, woraus sich 
ergiebt: 

a) Parallele Ebenen schneiden a/uf paraMelen Geraden gleiche 
Strecken aus. 

Hieraus folgt weiter, entsprechend der Teilung von Schnitt- 
geraden in einem Parallelstrahlenbüschel (I § 13, 2):- 

b) Wenn die eine von drei paraMelen Ebenen eine Strecke zwischen 
den beiden anderen halbiert, so halbiert sie jede solche Strecke. 

Sie heilst Mittelparallelebene der beiden parallelen Ebenen. 

5. Wie in der ebenen Geometrie Pimkt imd Gerade sich in einer 
Beihe von Sätzen gegenüberstellen lassen, so entsprechen sich in der 
Geometrie des allseitig ausgedehnten Baumes Sätze, in denen Punkt, 
Gerade, Ebene der Reihe nach ihre Stelle vertauschen mit Gerade, Ebene, 
Punkt. In dieser Weise lassen sich einander zur Seite stellen die Sätze: 



a) Zwei Pimkte einer Ebene be- 
stimmen eine Gerade in ihr. 

b) Zwei Geraden einer Ebene be- 
stimmen einen Pimkt (Schnittpunkt). 



a') Zwei Geraden eines Punktes 
bestimmen eine Ebene durch sie. 

b') Zwei Ebenen eines Punktes be- 
stimmen eine Gerade (Schnittgerade). 



Wie durch einen Punkt in einer Ebene ein Strahlenbüschel gelegt 
werden kann, so durch eine Gerade ein Ebenenbüschel. Dem Winkel 
zweier Geraden entspricht der Winkel zweier Ebenen; dem Dreieck 
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aus drei Punkten und ihren Verbindungsgeraden entspricht das Dreikant 
aus drei Strahlen eines Punktes und ihren Ebenen, dem Dreiseit aus drei 
Geraden einer Ebene das Drei flach aus drei Ebenen durch einen Punkt. 



§ 3. Die Drehnng. 
Die senkrechte Lage und der Ebenenwinkel. 

!• Unter der Bewegung eines Gebildes als Ganzem yersteht 
man eine solche Änderung seiner Lage, bei der sich die gegenseitige 
Lage der Teile des Gebildes unter einander nicht ändert, also nicht 
die Lage der Punkte in ihren Geraden und dieser in ihren Ebenen, 
auch nicht ihre Strecken und Winkel. 

Eine Drehung eines Gebildes um eine Gerade als Axe ist die Be- 
wegung, bei der die Punkte dieser Geranien ihre Stelle nicht ändern. 
Die Verbindungsstrecke irgend eines Punktes des Gebildes mit einem 
Aocenpunkt verändert hierbei weder ihre Gröfse, noch ihren Axenschnitt- 
punkt, noch ihren Winkel mit der Axe. 

2. Die Schnittgerade zweier Ebenen heilst Kante, wenn die 
beiden Ebenen in ihr einseitig begrenzt sind. Die beiden Halbebenen 
bilden einen Keil oder Ebenenwinkel. 

Zwei Ebenenwinkel sind einander gleich, wenn bei der Deckung 
ihrer Kanten und eines Ebenenpaares auch das andere Ebenenpaar 
zur Deckung kommt. Torausgesetzt dass sie beide auf einer Seite der 
ersteren Ebene liegen. 

Der Ebenenwinkel entsteht durch die Drehung der Halbebene 
um die Kante als Axe. Eine vöüe Drehung fahrt die Ebene wieder 
in ihre ursprüngliche Lage, die Hälfte dieser Drehung, eine Um- 
Wendung, bringt die Halbebene in die Lage ihrer Gregenhalbebene, ein 
Viertel einer vollen Drehung bestimmt zwei zu einander senkrechte 
Ebenen, 

3. Scheitelkeile und Nebenkeile entsprechen den Scheitel- 
und Nebenwinkeln zweier Geraden (I § 7, 6). Wie für diese er- 
giebt sich: 

a) Nebenkeile bilden zusammen zwei Hechte. 

b) Scheitelkeile sind einander gleich. 

c) Durch eine Gerade in einer Ebene giebt es immer nur eine 
zu dieser senkrechte Ebene. 

4. a) Wird eine Ebene um eine ihrer Ge- 
raden OA umgewendet, so fällt ein zur Axe senk- 
rechter Halbstrahl AG auf den Gegenstrahl AC^ 

(Tgl. I § 15, 2). 

Denn da (nach 1) ÄC und ÄC^ mit OÄ 
gleiche Winkel bilden, also 

^ OÄC^ = OäC = B i-ig. 6. 
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ist, so ist ^ CäO + OäCj = 2R und beide Winkel liegen gegen- 
seitig zu OÄ in einer Ebene. 

Ebenso wird eine zweite Senkrechte einer andern Ebene OÄB, 
AB A- OAj durch diese Umwendung auf ihren Gegenstrahl AB^ ge- 
bracht, indem hierbei der Keil beider Ebenen auf den Scheitelkeil 
fällt (3 b). Macht die Ebene GAB die Bewegung mit, so kommt 
sie nach C^AB^ und zwar in dieselbe Lage, wie wenn sie in sich 
selbst eine halbe Drehung (180®) ausfährt (I § 9). Jeder weitere 
Strahl AD dieser Ebene kommt dadurch ebenfalls auf den Gegen- 
strahl AD^, Da hierbei der Winkel OAD nach OAD^ kommt und 
beide Winkel zusammen 2 R betragen, so ist OAD = OAD^ = B, d. h.: 

b) Ist eine Gerade senkrecht zu sswei Geraden einer Ebene, so ist 
sie auf jedem Strahl ihres Schnittpunktes in der Ebene senkrecht. 

Gerade und Ebene heifsen in diesem Fall senkrecht zu. einander, 

5. Umgekekrt folgt: 

a) Alle Geraden, welche in einem Punkt einer Geraden zu dieser 
senkrecht sind, liegen in einer Ebene, 

Denn (Fig. 6) gäbe es aufserhalb der zu OA senkrechten Ebene 
BA G noch durch den Punkt A einen zu der Geraden OA senkrechten 
Strahl J.X, so würde eine Ebene durch beide Geraden OA und AX. 
die Ebene BAG auch in einer Senkrechten zur Geraden OA schneiden; 
es würden sich also zwei Senkrechte zu einer Geraden OA durch einen 
Punkt A in einer Ebene OA X ergeben, was unmöglich ist. 

Ähnlich läfst sich beweisen: 

b.) Durch einen Funkt giebt es zu einer Ebene nur eine senk- 
rechte Gerade, 

c) Durch einen Punkt giebt es zu einer Geraden rmr eine senk- 
rechte Ebene, Die zu einer Geraden senkrechten Ebenen sind parallel, 

6. Aus 5 a folgt, dass auch während einer beliebigen Drehung 
der Ebene BAG um OA kein Punkt der Ebene aus ihr heraustritt 
(Tgl. I§ 22): 

a) Bä der Drehung um eine Axe dreht sich eine zur Axe senk- 
rechte Ebene in sich selbst um den Schnittpunkt der Axe als Drehpmikt, 

b) Bei der Drehung um eine Axe beschreiben alle Punkte Kreis- 
bögen, deren Ebenen senkrecht zur Axe, deren Mittelpunkt in der Axe 
und deren Mittelpunktswinkd einander gleich sind. 

Die vorgeschichtliche Erfindung des Rades und der Töpferscheibe erfor- 
derte diese Kenntnisse. Teilkreis eines Winkelmefsinstrumentes ; steht die 
Axe nicht genau senkrecht auf der Ebene, so wird bei der Drehung die 
ursprüngliche Ebene nicht beibehalten und die Teilungen der Bögen (Teil- 
kreis und Nonius) schliefsen nicht genau aneinander. 

7. Dreht man eine Ebene a (Fig. 7) um eine Axe a, so wird eine 
in a liegende zur Axe Senkrechte b eine Drehung in einer zur Axe 
senkrechten Ebene machen, welche Drehung vollständig der der Ebene 
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Fig. 7. 




Fig. 8. 



entspricht, d. i.: einer halben oder vollen Drehung der Ebene ent- 
spricht eine halbe oder volle Drehung der Geraden; gleichen Winkeln 
der Ebenen entsprechen gleiche Winkel der zur Axe in 
den Ebenen Senkrechten, da bei der Drehung des Ebenen- 
winkels um die Kanten nicht blos die Ebenen, sondern 
auch die entsprechenden Senkrechten zur Deckung ge- 
bracht werden können, kurz: 

Der Winkel zweier Ebenen wird gemessen durch den 
Winkel zweier in diesen Ebenen liegenden Geraden^ die 
in einem Funkt der Kante zu letzterer senkrecht sind. 

Am wagrechten Teilkreis eines Winkelmessers wird der Winkel der lot- 
rechten Ebenen gemessen, die durch die lotrechte Drehaxe und die Richtlinien 
nach den Zielpunkten bestimmt sind. 

8. Daraus ergiebt sich sofort der Satz: 

Jede Ebene dwrch eine Gerade, die auf einer Ebene senkrecht steht^ 
ist selbst senkrecht zu dieser. 

Ist nämlich die Gerade a senkrecht zu der 
Ebene ß und durch a die Ebene a gelegt, so ist 
a d- aß] somit ist a der eine Schenkel des Winkels 
beider Ebenen; auf dem in ß liegenden Schenkel 
b A^aß steht aber a ebenfalls senkrecht, daher ist 
-^ab d. i. der Ebenenwinkel = JB. 

9. Nehmen wir an, es sei Ebene a A_ ß, und es werde in a die 
Gerade a X.aß gezogen, so ist auch a A- ß. Denn diese Gerade ist 
der eine Schenkel des Winkels beider Ebenen; sie bildet also auch 
mit dem zweiten der Ebene ß angehörigen Schenkel dieses Winkels 
einen ü, da « J_/3; daher folgt (nach 4 b) a J_/3. D. h.: 

a) Die Gerade, die innerhalb einer von zweien zu einander 
senkrechten Ebenen amf deren Schnittgeraden senkrecht steht, ist auch 
senkrecht zu/r andern Ebene, 

Femer ergiebt sich: 

b) Die Senkrechte von einem Punkt zu einer Ebene ist die Schnitt- 
gerade aller durch den Pu/nkt gelegten senkrechten Ebenen; 

denn fällt man von einem Punkte P die a J_ j3 und y _L ßy so 
mufs die von P auf yß gefällte Senkrechte (nach a) auch J_ ß sein, 
d. h. mit a zusammenfallen; somit fällt a in y, und ebenso in jede 
weitere Ebene durch P A- ß. 

c) Alle zu einer Ebene senkrechte Geraden sind parallel; 

denn zwei solche Senkrechte a und a' J_y (Fig. 11) liegen (nach b) 
in der senkrechten Ebene y'_L y, die durch die Gerade ihrer Schnitt- 
punkte FF^ bestimmt ist (§ 3, 3 c), und sie sind senkrecht zu dieser 
Geraden FF^, woraus folgt, dafs a\\a' ist (I § 11, 6 b). 

d) Die Ebene, die durch eine Gerade senkrecht zu einer Ebene gdegt 
ist, ist der Ort aller Senkrechten von den Punkten der Geraden zur Ebene; 
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denn diese Senkrechten sind parallel und liegen deshalb alle mit 
der Geraden in einer einzigen Ebene. 

10. Wenn man von einem Punkt A innerhalb des Winkels zweier 
Ebenen a und ß Senkrechte zu diesen zieht, p JL a, n J_ ß, so ist die 
Ebene pn zu beiden Ebenen senkrecht, daher auch 
zur Schnittgeraden aß] schneidet nun die Ebene pn 
die Ebene a in a und ß iab, so bestimmt <^ a6 den 
Ebenenwinkel aß. Nun ist aber in dem Yiereok pnba 
^pa = nh = By somit ^ pn -^ ab = 2 B^ d. h.: 

Der Winkel der Hdlbsirahlen, die von einem Punkt 
innerhalb eines Ebenenwinkels senkrecht nmh den Ebenen 
gezogen sind, ergänzt den Ebenenwinkel zu 2B. ^^ ^ 




§ 4. Die Verschiebung. 
Winkel von parallelen Geraden nnd Ebenen. 

1. Die Verschiebung eines Gebildes ist die Bewegung, bei der eine Ge- 
rade l (Fig. 10) in sich selbst bleibt und ebenso eine Ebene X durch sie in 
sich seihst hingleitet. Die Gröfse der Verschiebung wird durch die Strecke 
SS^ zwischen der Anfangs- und Endlage eines Punktes in l gemessen. 

Irgend eine zweite Ebene durch die Leitgerade SS^ mufs, da 
sie ihren Winkel mit der ersten Ebene A bei der Verschiebung bei- 
behält, ebenfalls in sich selbst hingleiten. Es bleibt 
daher zur vollständigen Bestimmung der Verschiebung 
nur die Angabe der Strecke der Leitgeraden übrig. 

Verbinden wir einen Punkt Ä des Gebildes mit S, 
so bleibt der Winkel S^SÄ bei der Verschiebung inner- 
halb der Ebene S^SÄ, und er bleibt sich selbst gleich; 
hieraus folgt, dals ^i^i # SÄ und dafs ÄÄj^ # SS^ 
(vgl. I § 21). 

Bei einer Verschiebung beschreiben alle Punkte gleiche 
und parallele Strecken. Jede zur Verschiebungsrichtung 
parallele Gerade und Ebene gleitet in sich selbst hin. 

Für die Ebene folgt dies daraus, dafs ihre Lage 
durch zwei parallele Gerade bestimmt ist (§ 1, 3). 

2. Da die parallelen und gleichen Strecken SS^ # ÄÄ^ # BB^ 
von parallelen Geraden begrenzt sind (I § 36, 3 a), so folgt weiter 
ÄBWA^B^, d. h.: 

Bei einer Verschiebung bleibt jede Gerade sich 
selbst parallel, ebenso jede Ebene. 

Aus AB\A^B^y AC\A^C^ folgt nämlich auch, 
dafs die Ebene BAC\\B^A^C^ ist (§ 1, 9). 

3. Werden zwei parallele Ebenen a\a (Fig. 11) 
von einer dritten y geschnitten, so bringt eine Ver- pig. u. 
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Schiebung um eine Verbindungsstrecke FF^ die parallelen Schnittge- 
raden und Ebenen auf einander; der Ebenenwinkel ay fällt also auf ay. 
Zwei parallele Ebenen büden mit einer sie schneidenden Ebene 
gleiche WinJcd je nach einer Seite hin. 



4. Wenn die Schenkel AGB 
und A^C^B^ (Fig. 10) paarweise 
parallel sind, so bringt die Ver- 
schiebung um die Strecke CC^ den 
einen auf den andern. 



a) Der Winkel zweier Halb- 
strahlen ist gleich dem zweier gleich- 
gerichtet parallelen Halbstrahlen. 



4:\ Wenn die Ebenen der 
beiden Ebenenwinkel A{SC)B 
(Fig. 10) und A^{8^C^B^ paar- 
weise parallel sind, so bringt die 
Verschiebung der Kante SC nach 
der parallelen Kante 8^C^ (§ 2, 8d) 
beide Winkel zur Deckung. 

a') Der Winkel zweier HaXb- 
ebenen ist gleich dem zweier gleich- 
gerichtet parallelen Halbebenen. 
Umgekehrt folgt aus diesen Sätzen: 

b) Werden zwei parallele Ebenen um zwei pa/raUde Gerade in ihnen 
im Betrag gleicher Winkel gedreht, so sind die Ebenen in der neuen 
Lage ebenfalls parallel und ebenso irgend ein Geradenpaar in ihnen, 
die in der ersten La^e parallel waren. 

5. Durch Verschiebung und Drehung kann ein Gebilde in jede 
andere Lage gebracht werden. 

Denn wenn SAB die Anfangslage, S^A^B^ die Endlage ist, so 
verschiebt man zuerst um SS^ nach S^A^B^\ dann dreht man um die 
auf Ebene A^S^A^ in S^ senkrecht stehende Axe, bis S^A^B^ auf 
S^Ä^B^ ßllt, und schliefslich um die Axe S^A^ im Betrag des 
Ebenenwinkels B^{S^A^B^. 



§ 5. Abstand zwischen Pnnkt nnd Ebene nnd Winkel zwischen 

Gerade und Ebene. Grnndrifs. 

1. Zieht man durch die Punkte einer Figur die Senkrechten zu 
einer Ebene, so erhält man auf dieser Ebene ein Bild der Figur, das 
man als Grundrifs (Orthogonalpro jection) jener Figur auf der 
Ebene bezeichnet. 

In der darstellenden Geometrie unterscheidet man den Grundrifs 
als Bild auf einer wagrechten Ebene vom Aufrifs als dem 
Bild auf einer lotrechten Ebene. 

Ist AF ±.ßy so ist F der Grundrifs von A. 

a) Die senkrechte Strecke von einem Punkte nach 
einer Ebene ist der kürzeste Abstand zwischen jenem 
Punkte und den Punkten der Ebene. 

Sie heifst kurz der Abstand des Punktes von 
der Ebene. 

Ist nämlich AF J_ ß, und ist B ein weiterer Punkt von ß, so 
ist <^ AFB = 2J, somit AB > AF. 




Fig. 12. 
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b) Die Verhindungssirecken eines PmMes (mfserhalb einer Ebene 
mit Punkten derselben ^ die gleichweit von dem Grundriß des Punktes 
entfernt sind, sind eincmder gleich, — und umgekehrt 

c) Von zwei Verbindu/ngssirecken eines Punktes cmfserhalb einer 
Ebene mit zwei Punkten derselben ist di^enige die gröfsere, deren 
Endpunkt von dem Orundrifs jenes Punktes weüer entfernt ist, — und 
umgekehrt. 

Ist j&mlichÄFA-ß, und ist in ß dB,sFBi = FB, so bleibt bei einer 
Drehung von ÄFB um ÄF die Gerade FB^ in der Ebene a (§ 3, 6) 
und kommt nach FB, so dafs dann auch ÄB^ und AB einander decken. 

Ist dagegen FB^<.FB^, so bildet nach einer solchen Drehung 
FB^ nur einen Teil von FB^, und es mufs auch AB-^ < AB^ sein 
(I § 18, 3 b). 

Umgekehrt folgt aus FB^^ FB^, dafs AB^^AB^ ist, da jeder 

dieser drei letzteren FäUe jeweils nur mit der entsprechenden ersteren 
Bedingung nach den oben angefiihrten 
Sätzen zusammenbestehen kann. 

Zusatz, a) Ist & || o; (Fig. 13), und 
wird durch b die Ebene v _L a gelegt, 
so ist av \\b. Der Abstand dieser Paral- 
lelen heifst der Abstand der Geraden b 
und der Ebene a. 

b) Sind a und b zwei windschiefe 
Gerade und legt man durch einen Punkt 
von a die Gerade a^ || 2), so nennt man 
^aa^ den Winkel der windschiefen Geraden. Dann ist die 
Ebene aa^ || b] die Ebene v, die durch b senkrecht zu dieser Ebene aa^ 
gelegt wird, schneidet a in einem Punkte P, dessen Senkrechte PL 
zur Geraden b den kürzesten Abstand zwischen den Wind- 
schiefen a und b gibt (L^B^ >XiPi); dabei heifsen P und L die 
Kreuzungspunkte der Windschiefen. 

c) Eine Gerade LP, die senkrecht zu einer Ebene a ist, kreuzt alle 
Geraden dieser Ebene, die sie nicht schneidet, rechtwinkelig. 

2. Legt man durch eine Gerade a (Fig. 14), die nicht senkrecht zu 
einer Ebene ß ist, die zu ß senkrechte Ebene a, so heifst die Schnitt- 
gerade b der Grundrifs der Geraden a auf der Ebene ß. Der 
Winkel der Geraden a mit ihrem Grundrifs b auf einer Ebene wird 
der Winkel der Geraden und Ebene genannt. 

Am lotrechten Teilkreis eines Winkelmessers wird der Winkel der ge- 
neigten Richtlinie mit der wagrechten Ebene gemessen. 

Trifft die Gerade AF die Ebene ß in F, und ist B der Grund- 
rifs von A, FX eine Gerade in ß, wobei AXd-FX sei, so ist 
AX>AB(1 a), sin AFX oder AX :AF>AB: AF, oder 




Fig. 18. 
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sin AFX > sin AFB, also <^ AFX > AFB, 
d. h.: 

Der Neigungswinkel einer Geraden und einer Ebene ist Meiner 
als der Winkel der Geraden mit irgend einer Geraden der Ebene, 

Dreht sich die Gerade FB um den 
Punkt F in der Ebene ß, so nimmt der 
Winkel dieser Geraden mit AF alle Werte 
au, die zwischen ^AFB und (2R — AFB) 
liegen. 

3« Zieht man von einem Punkt A die 
Senkrechte AX auf eine Gerade FX der 
Ebene ß und in dieser Ebene BX ± FX, so 
ist die Ebene AXB±FX (§ 3, 4 b); somit pig. j^. 

ist sie A_ ß (§3, 8), d. h. BX ist der Grund- 

rifs von AX in der Ebene /3; der Winkel BXF ist der Grundrifs 
des Winkels AXF. 

Der Grundriß eines reckten Winkels, dessen einer Schenkel in der 
Grundrifsehene liegt (oder ihr parallel ist), ist ein rechter Winkel, 

Wenn man nämlich weiter noch in X die Senkrechte zu ß und 

von einem Punkt dieser Senkrechten je eine Parallele zu AX und 

XF zieht, so ist BXF auch der Grundrifs des Winkels dieser 

beiden Geraden. 

Der Grundrifs einer rechteckigen Dachfläche ist ebenfalls ein Rechteck. 

Zusatz. Die Aufgabe: von dem Punkt A die Senkrechte auf 

die Ebene ß zu fällen, wird hiemach gelöst durch dreimalige Zeichnung 

von Senkrechten in je einer Ebene, nämlich AX J_ FX in Ebene 

AFX, BX ±XF in ß und AB±BX in Ebene ABX, 

4. Bildet die Gerade AF mit zwei Geraden FX und FT der 
Ebene ß gleiche Winkel, und zieht man AB±ß, AX ± FX, 
AT±FY, so ist AAFX^AFY, AX = AY, BX = BY (Ih), 
A BFX ^ BFY, ^ BFX = BFY, d. h.: 

Wenn eine Gerade mit zwei Geraden einer Ebene (oder mit zwei 
Pa/rallelen zu ihr) gleiche Winkel bildet, 

a) so halbiert ihr Grundrifs auf der Ebene den Winkel der beiden 
Geraden (oder den ihrer Grundrisse); 

b) so bilden die du/rch die Geraden gelegten Ebenen auch gleiche 
Winkel mit jener Ebene — u/nd umgekehrt 

Die Ebenenwinkel werden nämlich durch AXB und AYB ge- 
messen, während nach obigem A AXB ^ A YB ist. — Der Zusatz 
in Klammer folgt daraus, dafs man die Strahlen FA, FX und FY 
parallel mit sich an einen Punkt der m F im ß errichteten Senk- 
rechten verlegen kann, ohne den Grundrifs FB, FX, FY um ändern. 
Stofsen zwei gleichgeneigte Dach- oder Böschungsflächen aneinander^ so 
halbiert der Grundrifs der Stofskante den Winkel der Grundlinien. 
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6. Da die Senkrechten zu einer Ebene parallel sind (§ 3, 9 c), 
so sind die Ebenen, die man durch parallele Gerade aufserhalb der 
Ebene senkrecht zu dieser legt, durch Paare von Parallelen bestimmt; 
sie sind also parallel (§ 1, 9), und sie schneiden diese Ebenen in 
Parallelen (§ 2, 3 a). 

Die Grundrisse paralleler Oeraden sind parallel, 

6. Der Grundrifs einer Strecke AB auf einer Ebene ß ist 
die Strecke Ä^B^ zwischen den Grundrissen ihrer Grenzpunkte. Ist 
a der Winkel der Geraden und Ebene, so folgt Ä^B^ = AB - gos a 

a) Der Grwndrifs einer Sirecke auf einer Ebene ist gleich dem 
Produkt der Strecke mit dem Cosinus des Winkels der Geraden und 
Ebene. 

Der Grundrifs einer Strecke ist somit um so kleiner, je gröfser 
der Neigungswinkel; er schrumpft zu einem Punkt zusammen, wenn 
die Strecke zur Ebene senkrecht wird; er ist der Strecke selbst gleich, 
wenn diese der Ebene parallel ist. Weiter folgt: 

b) Die Grundrisse paralleler Sirecken stehen im Verhältnis dieser 
Strecken, 

7. Unter dem Grundrifs einer begrenzten Fläche auf einer 
Ebene versteht man die Fläche, welche von den Grundrissen der 
Grenzlinien begrenzt ist. (Fig. 15.) 

Ist von einem Dreieck in der Ebene a eine Seite a parallel dem 
Schnitt aß zwischen der Ebene a und /3, so ist die Höhe h zu dieser 
Seite des Dreiecks parallel dem in a liegen- 
den Schenkel des Ebenenwinkels a/3, und der 
Grundrifs K der Höhe steht auch auf der 
Richtung von a senkrecht (3); daher ist /j 
der Winkel hh' gleich dem Ebenenwinkel aß 1 IIIIM^^^^^ 
und der Grundrifs K der Höhe = h • cos (a/J); /j^^^^^^^^^^P^ 
der Flächeninhalt J' des Grundrisses des Hllllllllllllll^ 
Dreiecks ist somit, da der Grundrifs von ^^t-^-^""^ 

a auch = a ist, J' = — == — . cos (aß) , ^^' ^^ 

also «r= «/• cos (a/3), wenn J der Inhalt des Dreiecks ist. Diese 
Gleichung läfst sich als giltig für jede beliebig begrenzte Figur nach- 
weisen, indem man eine solche Fläche stets in Dreiecke zerlegen 
kann, deren Grundseiten || aß liegen und deren Höhen unter einander 
parallel, so dafs dann das Verhältnis der Inhalte dieser Dreiecke zu 
denen ihrer Grundrisse gleich cos {aß) ist. Daraus ergiebt sich 
(n§2, 6): 

Der Grwndrifs einer ebenen Fläche ist gleich dem Produkt der 
Fläche mit dem Cosinus des Ebenenwinkels. 



14 n. Eap. Gegengesetzte Lage und ümdrehungsfläclien. § 6. 

Zweites Kapitel. 

Gegengesetzte Lage in Bezug auf Funkt, Gerade oder Ebene. 

Die Ümdrehungsfläclien. 

A. Gebilde mit einem Mittelpunkt. 

§ 6. Oegengesetzte Lage zu einem Punkt. 

!• Zwei räumliche Gebilde liegen gegengesetzt (M) oder diametral 
in Beziig auf einen Punkt (Mittelpunkt) y wenn ihre Punkte paarweise 
auf Salbstrahl und GegenstraJd dieses Punktes in gleichem Ahsta/nd 
von ihm liegen. Zwei solche Gebilde geben vereinigt ein 

Gebilde mit einem Mittelpunkt (centrisches Gebilde). 

Im ersten Teil (§ 9 und 10) wurde bewiesen: 

a) Zwei Figuren, die auf einer Ebene durch den Mittelpunkt gegen- 
gesetzt liegen, kommen durch die Umdrehung der Ebene in sich um den 
Mittelpunkt zur Deckung. 

b) Gegengesetzte Strahlen liegen gegengerichtet parallel in einer 
Ebene des Mittelpunkts in gleichem Abstand von ihm, 

c) Gegengesetzte Strecken sind einander gleich. 

Aus dieser Gleichheit gegengesetzter Strecken folgt, dafs jedes 
Dreieck mit dem gegengesetzten zur Deckimg gebracht werden kann. 
Hiemach gilt der Satz: 

d) Gegengesetzte Winkel, Dreiecke oder irgend ebene Figuren 
stimmten vollkommen überein, 

2, a) Gegengesetzte Ebenen sind parallel in gleichem Abstand vom 
Mittelpunkt, 

b) Gegengesetzte Ebenenunnkd sind einander gleich. 
Denn sowohl die gegengesetzten Ebenen, als ihre Winkel werden 
durch gegengesetzte, also parallele Geraden bestimmt. 

3. Gegengesetzte Gebilde, die nicht je einer Ebene angehören, 
sind im allgemeinen nicht deckungsfähig, z. B. drei Halbstrahlen des 
Mittelpunktes und die drei Ebenen durch sie können mit den Gegen- 
halbstrahlen und ihren Ebenen nicht zur Deckung gebracht werden. 

Ein Gebilde aus drei Halbstrahlen eines Punktes, die nicht in 
einer einzigen Ebene liegen und die durch die zwischen ihnen liegenden 
Ebenenteile verbunden sind, heilst eine dreikantige Ecke oder ein 
Dreikant. Der Punkt heifst der Scheitel, die Halbstrahlen die 
Kanten, die Ebenenteile Seiten der Ecke oder Kantenwinkel. 
Jedem Kantenwinkel liegt ein Ebenenwinkel gegenüber. Die Gegen- 
strahlen der Kanten bestimmen die Scheitelecke; sie liegt in Bezug 
auf den Scheitel gegengesetzt zur ersteren Ecke. 



§ e. 
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Eine Ecke und ihre Scheitelecke stimmen überein in ihren 
Kanten- und Ebenenwinkeln; verfolgt man aber, von einem Punkt in 
die Ecke hineinsehend, der Reihe nach die Kanten- und Ebenen- 
winkel von aßy und dann ebenso von einem entsprechenden Punkt 
in der andern Ecke die Reihenfolge 
cc^ßi^i, so ist der Drehungssinn 
von «i/Si^i dem von aßy entgegen- 
gesetzt. Die Umdrehung der Scheitel- 
ecke a^ß^y^ um die im Scheitel auf 
Ebene y errichtete Senkrechte m bringt 
wohl die Kante cc^y^ auf ay und 
ß^y^ auf ßy, aber die Kante a^^ß^ 
kommt nicht auf aß^ sondern auf Fig. le. 

die Gegenseite der Ebene y nach 

agft) ®^® zweite Umdrehung um die Winkelhalbierende in y würde 
die Kanten der ungleichen Ebenenwinkel ß^y auf ay und cc^y auf 
ßy bringen, so dafs auch dann nicht entsprechende Ebenenwinkel 
sich decken. 

Wir nennen solche Gebilde, welche in allen ihren Teilen, wie 
Strecken zwischen zwei Punkten, Winkel zweier Geraden oder Ebenen, 
übereinstimmen, während diese Teile von entsprechenden Punkten 
betrachtet in umgekehrtem Richtungs- oder Drehungssinn auf ein- 
ander folgen, gegenwendig gleich; die deckungsfähigen Gebilde 
können dagegen als gleichwendig gleiche bezeichnet werden. 

Die Scheitelecke m einer Ecke ist ihr gegenwendig gleich. 

Man kann zwei gegen wendige Dreikante erhalten, indem man zweimal 
die Winkelsumme oc -{- ß -{- y aus Pappe ausschneidet und an den inneren 
Schenkeln einmal nach der einen Seite, das andere mal nach der andern 
Seite knickt. 

4, Denkt man sich die Scheitelecke parallel mit sich verschoben, 
so bleiben beide Ecken noch gegengesetzt in Bezug auf den Mittel- 
punkt der Verbindungsstrecke der Scheitel. 

Da gegengesetzte Gebilde in ihren Strecken, Strahlen- und Eben- 
winkeln übereinstimmen, aber jeder Ecke eine gegenwendige entspricht, 
so gilt allgemein: 

Zwei Gebilde, die in Bezug auf einen Mittelpunkt gegengesetzt 
liegen, sind gegenwendig gleich. 

Zusatz. Doch können die Gebilde unter besonderen Bedingungen 

auch deckungsfähig sein, z. B. ein Dreikant und die Scheitelecke, 

wenn zwei Kanten- und zwei Ebenenwinkel einander gleich sind (vgl. 

§ 5, 4 b), da dann die Reihenfolge keinen Unterschied ausmacht. 

Linke und rechte Hand sind gegenwendige Formen; sie liegen gegengesetzt, 
wenn z. B. zwei entsprechende Finger sich an der Spitze berühren und die 
inneren Handflächen nach entgegengesetzten Seiten liegen. 



16 



IL Kap. Gegengesetzte Lage und ümdrehungsflächen. 



§ 7. 




Flg. 17. 



§ 7. Die Kugel als Fläche mit einem Mittelpunkt. 

1. Im körperlichen Raum ist der Ort dller Punkte, die von 
einem bestimmten PtM^t (Mittelpunkt) den gleichen Abstand haben, 
eine Kugelfläche, 

Dieser Abstand heilst Halbmesser (oder Radius) der Engel. 
Zwei gegengerichtete Halbmesser vereint bilden einen Durchmesser 
der Engel; die beiden Grenzpunkte eines solchen liegen gegengesetzt 
in Bezug auf den Mittelpunkt. 

Jeder Punkt, der dem Mittelpunkt näher liegt, als ein Eugel- 
punkt, liegt innerhalb der Eugelfläche, jeder weiter 
entfernte aufserhalb derselben. 

Alle Ebenen durch den Kugelmittelpunkt schnei- 
den die Kugel in Kreisen, deren Halbmesser gleich 
dem Kugelhalbrmsser ist. 

Denn alle Punkte der Schnittlinie sind vom 
Mittelpunkt der Kugel um den Eugelhalbmesser 
entfernt. 

2. Eine Ebene, die die Engel schneidet, giebt eine Schnittlinie, 
deren Punkte vom Mittelpunkt gleichweit entfernt sind, daher auch 
gleichweit vom GrundriTs des Mittelpunkts auf der Ebene (§5, ib), also: 

a) Jede durch eine Kugd gelegte Ebene schneidet sie in einem Kreis, 
dessen Mittelpunkt in der vom Kugdmittdpunkt cmf die Ebene gefäUten 
Senkrechten liegt, 

Ist r der Eugelhalbmesser, a der Abstand der Ebene vom Eugel- 

mittelpunkt, q der Halbmesser des Schnittkreises, so ist q = )/r* — a^, 
Ist a = 0, so erlangt q == r seinen gröfsten Wert. Man nennt daher 
die Schnittkreise der Ebenen des Eugelmittelpunkts gröfste Ereise 
oder Hauptkreise der Engel. Der Schnittkreis schrumpft zu einem 
Punkt zusammen, wenn a = r wird, m. a. W.: 

b) Die im Endpunkt eines Halbmessers senkrechte Ebene berührt 
die Kugel in diesem Punkt 

Eine durch den Berührungspunkt gehende Gerade 
dieser Berührungsebene (oder Tangentialebene) 
heifst Berührungsgerade (oder Tangente) der Engel. 
Legt man durch eine solche Berührungsgerade irgend 
eine Ebene, so berührt die Gerade auch deren Schnitt- 
kreis, und umgekehrt ist eine Berührende eines Schnitt- 
kreises auch Berührende an der Engel. Man erhält eine 
Berührungsebene auch mittels zweier Berührenden eines 
Punktes der Eugel. 

3. Verbindet man zwei Punkte A und B einer Eugel durch 
den Bogen b eines Hauptkreises und durch den Bogen b^ irgend eines 
andern Ereises auf der Eugel, und dreht man dann beide Bögen um AB 




Fig. 18. 
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als Axe in eine Ebene, so wird der Bogen b zwischen der Sehne 
AB = s nnd dem Bogen 6^ liegen, so dafs 5<6<6i ist. — Wie 

aus der Ansehauunff fohrt dies auch daraus, dafs das Verhältnis — — 

=> ^ ' sin a 

mit wachsendem Winkel von 1 bis -^ wächst (11 § 40, 8). Ist 

nämlich r der Halbmesser der Eugel und q der des Schnittkreises, 
r > p, sind femer ß und a die betreffenden halben Mittelpunkts- 
winkel zur Sehne s, so ist 

8 > o s . r sin a ■, ^ /% 

— = sm p, r— = sm a, — = -r— 5, also a > /3, 

T , arc a ^ arc /? arc a ^ sin a , arc a ^ r 

demnach -7— > -v—J , — 5- > -7—5 oder 3 > — , 

sin a sin p ' arc p sin p arc p 9 ' 

somit q arc a > r arc /3, was zu beweisen war. D. h.: 

Von allen Kreisbögen dwrck zwei Punkte auf der Kugelfläche 
ist der des Haupikreises der küreeste, 
immer unter der Voraussetzung, dafs der Ejreisbogen genommen 
werde, der kleiner als der Halbkreis ist. 

Zwischen zwei Punkten auf einem ParaUelkreis der Erde (von gleicher 
geographischer Breite) ist der Weg auf dem Parallelkreis länger, als der auf 
dem Hauptkreis. 

Man nennt den Bogen des Hauptkreises zwischen zwei Punkten 
der Kugel den Abstand der Punkte auf der Kugelfläche. 

4, Ist MP der zu einer Schnittebene ABO 
senkrechte Kugelhalbmesser, so bringt die Drehung 
um diesen den Halbmesser MA nach MB (§ 3, 
6 b), daher ist ' <^ AMP = BMP und auch 
Bogen PA = PB, 

a) Der Grenzpunkt des zu einer SchnitÖcreiS" 
d>ene senkrechten Halbmessers hat von allen Punkten 
des Kreises den gleichen Abstand auf der Kugel fläche. 

b) Der Ort aller Punkte auf einer Kugd, die ^^ 
von einem ihrer Punkte den gleichen Abstand haben, 

ist ein Kreis, dessen Ebene senkrecht ist zum Kugdhalbmesser nach 
diesem Punkt, 

Der Pol hat von allen Punkten eines Parallelkreises des Äquators den 
gleichen Abstand. 

Ist C ein Punkt auf PB, so ist der Abstand CB < CA. Trifft 
nämlich der Halbmesser CM die Ebene AOB in S, so ist 

0S+8B oder OA<OS+SA, SB<SA', 

daher ist auch in den Dreiecken SMB und 8MA der Winkel 
SMB < 8MA (I § 24, 2 b), also Bogen CB < CA. 

c) Der kürzeste Abstand eines Punktes der Kugel von einem Kreis 
auf ihr ist der Bogen des Hauptkreises, der durch den Punkt geht und 
j^sen Ebene senkrecht auf der des Kreises steht 

Henrici u. Treutleiüi Elementargeometrie m. 2. Aufl. 2 
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6« Wenn man nm den Scheitel 8 eines Dreikants als Mittel- 
punkt eine Kugel legt, so wird deren Fläche durch die drei Kanten 
in drei Punkten Ä, B, C, durch die drei Ebenen in drei gröfsten 
Kreisen geschnitten, deren Bögen AB oder c, BC oder a, CA oder b ein 
Kugeldreieck oder sphärisches Dreieck bestimmen. Diese Bögen 




Fig. 20. Fig. 21. 

messen die Kantenwinkel ABB, BSC, CSA, während die Winkel 
a, ßy y der Berührenden in den Schnittpunkten A, B, C der Kreis- 
bögen zugleich die Ebenenwinkel an den Kanten SA, SB, SC messen. 
Die Kreisbögen heifsen die Seiten, die Winkel a, ß, y die Winkel 
des Kugeldreiecks. 

Die Ausdrücke gleichschenkelig und gleichgeneigt lassen 
sich vom ebenen Dreieck sofort auf das Kugeldreieck übertragen. 

Qemäfs S. 12, 4b ergiebt sich: 

a) In einem Dreikant oder Kugddreieck liegen gleichen Seiten gleiche 
Winkel gegenüber — und umgekehrt, 

und insbesondere: 

b) Mn Dreikant oder Kugddreieck mit drei gleichen Seiten hat 
auch drei gleiche Winkel — md umgekehrt. 

Zusatz. Sind die beiden Kantenwinkel Rechte, so sind es auch 
die ihnen gegenüberliegenden Ebenenwinkel und umgekehrt, wie aus 
§ 3, 8 folgt. 

6, Ist in einem Kugeldreieck PAC (Fig. 19) PA die gröfste 
Seite, und trägt man PB = PA auf die Verlängerung von PC ab, 
so liegen A und B auf einer zu PM senkrechten Ebene (4 b), und 
es ist Bogen CB < CA (4 c), also auch 

PA oder PC-i-CBKPC+CA-, 

hiemach ist auch PA — CA <, PC. 

In einem Kitgeldreieck (Dreikcmt) ist die Summe zweier Seiten 
(Kam,tenmnkd) gröfser als die dritte Seite {der dritte Kam,tenwinkd) ; 
der Unterschied ist kleiner als die dritte Seite. 

7. Ist ABC (Fig. 22) irgend ein Kugeldreieck, so bestimmt die 
Scheitelecke des Dreikants im Mittelpunkt zu ABC auf der Kugel das 
öegendreieck A^B^C^, das mit dem Kugeldreieck nicht zur Deckung 
gebracht werden kann, sondern ihm gegenwendig gleich ist. Der zu 



§ 8. n. Kap. Gegengesetzte Lage und ümdrehungsfläcben. 19 

den Ebenen beider Dreiecke (die als gegengesetzte Ebenen parallel 
sind) senkrechte Kugeldurchmesser MM^ bestimmt die Lage der 
Punkte M und M^ so (4 a), dafs die Bögen 

MA = MB = MG == M^A^ = M^B^ >äff\ ^\ 

= M^C^ sind. Die gleichschenkeligen //t \ \ ^\ 

Dreiecke MAB und M. A. B. lassen sich A i \ \ \4y \ 
zur Deckung bringen (S. 15,4, Zusatz) und /.^A^ 1 \ / V''^'"^"""^'*'ji 
ebenso die beiden andern Dreieckspaare; ^ ||/^pr"^% ^^^ 

daraus folgt: \***»*w:^/ ^_,J<^ 

Ein K'agddreieck ist flächengleich sei- \ ^'^^^l^^V'j/ # 
nem Gegendreieck. \^ \ * I fir 

Die Gleichheit des Flächeninhalts ^^'^--.-.«Ji*^»^^ 

gilt allgemein für irgend zwei gegen- ^. gg 

gesetzte Flächen, da man diese in gegen- 
gesetzte sehr kleine ebene Dreiecke zerlegen kann, die paarweise zur 
Deckung gebracht werden können. 

B. Gebilde mit einer Mittellinie. 

§ 8. Gegengesetzte Lage zn einer Geraden. 

1. Zwei räumliche Gebilde liegen gegengeseM in Bezug auf eine 
Gerade {Mittellinie oder Axe) oder axialsymmetrisch, wenn ihre Punkte 
paarweise auf Senkrechten zu dieser Geraden in gleichem Abstand von 
ihr liegen. 

a) Einem zur Axe senkrechten Hdlbstrdhl entspricht sein Gegen- 
strahl. 

Eine halbe Drehung (oder Umdrehung) um die Axe bringt jeden 
Punkt auf seinen Gegenpunkt, woraus folgt: 

b) Zwei Gebilde y die gegengesetzt zu einer Axe liegen, kommen 
durch die Umdrehung um die Axe zur Deckung. 

Zur Yeranschaulichung des folgenden bringe man etwa zwei gleiche 
Stühle in die entsprechende Stellung. Zwei gleiche Hände (und Personen) beim 
Handgeben. 

2. Für die Figuren einer durch die Axe gelegten Ebene gelten 
die in I § 15 — 17 abgeleiteten Beziehungen: 

a) Zu einer Figur in einer Ebene mit der Axe liegt 'die gegen- 
gesetzte Figur in derselben Ebene andererseits der Axe. 

b) Zu einer Geraden, die die Axe schneidet, liegt die gegengesetzte 
Gerade in derselben Axenebene mit ihr und trifft die Axe in demselben 
Punkt unter demselben Winkel. 

c) Zu einer Geraden, die pa/rdllel der Axe ist, liegt die gegen- 
gesetzte Gerade parallel in derselben Axenebene im gleichen Abstand 
von der Axe. 

2* 
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3. Für die Figuren einer zur Aze senkrechten Ebene gelten die 
in I § 9 und 10 abgeleiteten Beziehungen (vgl. S, 7, 6 a): 

a) Zu einer Figw, die in einer bwt Äxe senkrechten Ebene liegt, 
liegt die in Bemg auf die Axe gegengesetete Figur in dersäben Ebene 
gegengesetxt in Bezug auf den Aj:enschnittpun}ct als Mittdpunkt. 

b) Zu einem StraM, der die Axe rechtwinkelig kreuzt, liegt die 
gegengesetzte Gerade gegengerichtet par<dlel in dersetben zur Axe senk- 
reckten Ebene und in gleichem Abstand von der Axe. 

4. a) Wenn eine Ebene die Axe schneidet, so schnädet sie die 
gegengesetute Ebene in einer Senkreckten nur Axe {als einer sich selbst 
entsprechenden Geraden), und die Axe liegt auf der SaS>ierungsä>ene 
des Ebenenwinkels; denn die 8chnittgeraden beider Ebenen mit einer zu 
ihnen senkrechten Axenebene liegen beiderseits entsprechend. 

b) Wenn eine Ebene parallel zw Axe ist, so ist die gegengesetate 
Ebene parallel zu ihr in gleichem Abstand, da die Ebenen als Erzeng- 
nisse gegengeeetzter, also paii^leler Geraden betrachtet werden können. 

6. Eine eur Axe wnndschiefe Gerade hat als gegengesetete Gerade 
eine ebensolche mit gemeinsamem Ereuzungspunkt auf der Axe und 
gleichem, Abstand; beide Geraden schnöden eine zur Axe senkreckte 
13}ene in gegengeseteten Punkten und bilden mit diesen Ebenen gMcke 
Winkel mit gegengericht^ parailelm Grundrissen. 

Es ergiebt sieh dies aus der gegengeeetzten Lage der Ornndrisse. 

§ 9. Cylinder, Eegel nnd Engel als FlächeB mit einer Mittellinie. 

1. Bei einer rollen Drehung einer ebenen Linie nm eine Gerade 
in der Ebene als Axe beschreibt die Linie eine Umdrehunge- oder 
Rotationsfläche. Jeder Punkt der Linie beschreibt einen Kreis, 
dessen Ebene senkrecht zur Ase nnd dessen Mittelpunkt in der Axe 
hegt (S. 7, 6 b). 

Eine Umdrehungsfläche wird von jeder mr Axe senkreckten Ebene 
in einem Kreis geacknOten, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt. 

Gebrauch der Schablone auf der Töpferscheibe. 

2. Eine zur Axe parallele Gerade 
beschreibt bei der vollen Drehung einen 
Umdrehangs- oder Rotationscylin- 
der (Figf 23). Dieser entsteht auch, 
indem eine Gerade (Erzeugende) senk- 
recht ztir Ebene eines Kreises an dessen 
Umfang hiugeleitet. Es ergiebt sich 

leicht: ^ 

a) AMe Geraden auf dem Um- Fig. »s. 

drekungscylinder (Seitengeraden) sind 
paraUd und haben von der Axe den gUicken Abstand. 
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Maa nennt diesen Abstand den Halbmesser des ümdrehui^B- 
cylinders. 

Eine zur Äxe parallele Gerade in gerii^erem Abstand liegt inner- 
halb der Gylinderääcbe, eine weiter entfernte aufeerbalb. Daher folgt: 

b) Eine Ebene paraUeJ der Axe, deren AhsUmd von dieser Meiner 
ist eUs der der Seitengeraden, schneidet die ümdrefmngscylinderfiöche in 
gtCei Seitengeraden. 

Denn die dnrch einen Schnittponkt parallel zur Aze gezogene Gerade 
mn& sowohl der Ebene, als der Cylinderfläche angehören. Ebenso folgt: 

e) Eine iw Asx parallele Ebene, deren Abstand von der Axe gleich 
dem der Seitengeraden des Umdrekungscylinders ist, berührt letzteren in 
einer Seitengeraden, die der Grundrifs der Ajte auf der Eb^ie ist. 

Alle nicht parallel der Aze gelegten Ebenen treffen die Seiten- 
geraden der Gylinderääche je in einem Punkt. Die Schnittlinie wird 
Ellipse genannt (vgl. S. 25, la). 

3. Eine die Äxe schneidende Gerade beschreibt bei der Drehung um 
die Axe einen Umdrehnngs- oder Kotationskegel. Diese Kegel- 
fläche entsteht auch, indem 
eine Gerade (Erzeugende) in 
einem PunW; fest bleibt und 
dabei an einem Kreis (der sog. 
Leitlinie) hingleitet, der um 
den Grundrifs des Punktes auf 
einer Ebene heschrieben ist. 
Der Aienpunkt, d. i. der feste 
Punkt heilst die Spitze oder 
der Mittelpunkt der Eegel- 
fläche; jede Gerade durch sie 
längs der Kegelfläche heifst 
Seitengerade. Beiderseits 

der Spitze liegen zwei gegen- mg. u. 

gesetzte Teile der Fläche (letz- 
tere wird deshalb auch D o p p e Ik eg e 1 genannt). Aus der Entstehung folgt : 

a) AUe Seitengeraden eines Umdrekungskegels bUden mit der Axe 
gleiche Winkel. 

Eine Gerade durch die Spitze, welche einen kleineren Winkel mit 
der Ase bildet, liegt innerhalb des von der PM^he eingeschlossenen 
Raumes, eine mit gröfserem Winkel aufserhalb. 

Von den Ebenen durch die Spitze wird diejenige, die zi^leich 
dnrch die Aze geht, Azenschnitt genannt. Sie schneidet die Kegel- 
fläche in zwei einander gegenüberliegenden Seitengeraden, deren 
Winkel als Winkel des Azenschnittes bezeichnet wird. 

Eine Ebene durch die Spitze, deren Winkel mit der Aze gröfser 
ist, als der zwischen der Aze und der Seitengeraden, trifft die Kegel- 
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fläche nur in der Spitze (Fig. 27 a). Dagegen gilt fttr die Ebene XS Y 
(Fig. 27 b): 

b) Eine Ebene durch die Spitze, deren Winkel mit der Axe Meiner ist, 
als der der Seitengeraden, schneidet die Kegelfläche in zwei Seitengeraden. 

Ist der Winkel der Axe und Ebene gleich dem halben Axen- 
schnittwinkel (Ebene SL in Fig. 27 c), so hat die Ebene mit der Kegel- 
fläche nur den Ghiindrifs der Axe auf der Ebene gemeinsam; die 
beiden Schnittgeraden sind in diesem FaUe in Eine zusammengerückt. 

c) Eine Ebene durch die Spitze eines Umdrehungsicegels, welche mit 
der Axe denselben Winkel bildet wie die Seitengerade, berührt die Kegel- 
fläche längs einer Seitengeraden, dem Grundrifs der Axe amf der Ebene. 

Eine solche Ebene heilst Berührungs- oder Tangentialebene 
der Kegelfläche. Alle Geraden dieser Ebene; die die genannte Seiten- 
gerade schneiden^ berühren die Kegelfläche in ihrem Schnittpunkt. 

4, Wenn ein Kreis und eine Berührende desselben um einen 
Durchmesser sich dreht, so beschreibt der Kreis eine Kugel-, die Be- 
rührende eine Kegelfläche, deren Spitze in dem Schnittpunkt der 
Berührenden mit der Verlängerung des Durchmessers liegt und deren 
Seitengeraden die Kugelfläche berühren, so dafs die Kegelfläche mit 
der Kugelfläche nur den vom Berührungspunkt beschriebenen Kreis 
gemeinsam hat. Man erhält so eine die Kugel berührende Kegel- 
fläche (Fig. 25). 

Ist eine Kugel und ein Punkt S aufser ihr gegeben, so läfst 
sich durch den Punkt immer eine Berührende ziehen und durch 
Umdrehung um die Verbindungsgerade des 
Punktes mit dem Mittelpunkt erhält man die 
Gesamtheit aller Berührenden von dem Punkt 
an die Kugel, d. h.: 

a) ÄUe Berührenden von einem Funkt 
an eine Kugel bilden einen Umdrehungskegel, 

welcher jenen Punkt als Spitze hat und die Kugd in einer Kreislinie 
berührt, deren Ebene senkrecht zur Mittellinie nach dem Punkte ist. 
Daraus folgt weiter: 

b) ÄUe Strecken der Berührenden von einem Pu/nkt an eine Kugd 
sind einander gleich. 

Es ergiebt sich dies auch aus dem leicht durch Schnittkreise 
nachweisbaren Satz (11 § 10, 4): 

c) Für alle Strählen eines Punktes nach einer Kugd ist das Pro- 
dukt der beiden Strahlstrecken eines Strahles das gleiche und zwar, 
wenn der Punkt innerhalb liegt, gleich dem Quadrat des Halbmessers 
des zum Durchmesser des Punktes senkrecht gdegten Schnittkreises, dar 
gegen wenn der Punkt aufserhalb liegt, gleich dem Quadrat der Be- 
rührenden des Punktes an die Kugd, 

Dies Produkt heifst Potenz des Punktes in Bezug auf die Kugel. 
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6, Wenn eine Kreisberührende demjenigen DurchmesBer parallel 
ist, um welchen die Umdrehung des Kreises und der Berührenden 
stattfindet, so beschreibt letztere eine die Eugel in einem Hauptkreis 
berührende Cylinderfläche (Fig. 26). 

Alle parallelen Berührenden einer Kugel bilden einen Umdrehungs- 
cylinder, dessen Axe der zu den Berührenden pa/rallele Dwrchmesser ist 
und der die Kugel in einem gröfsten, mr Berührenden senkrechten 
Kreise berührt. 

6. Wenn zwei Kreise um ihre gemeinsame 
Mittellinie sich drehen, so entstehen zwei Kugeln. 
Für diese ergiebt sich aus I § 30: 

a) Zwei Kugdn schneiden einander in einem mr ng. 26. 
gemeinsamen Mittellinie senkrechten Schnittkreis, wenn 

ihr Mittelpunktsabstand Meiner als die Summe und gröfser als der 
Unterschied ihrer Halbmesser ist, 

b) Zwei Kugdn berühren einander in einem Pu/nkt ihrer gemein- 
samen Mittellinie, wenn ihr Mittdpunktsabstand gleich der Summe der 
Halbmesser (bei • ausschliefsender Berührung) oder gleich deren Unter- 
schied (bei einschliefsender Berührung), 

§ 10. Kegelschnitte im Umdrehangskegel. 

1. Jede nicht durch die Spitze gelegte Ebene schneidet eine Kegel- 
fläche in einer krummen Linie, welche man Kegelschnitt nennt, und 
zwar kann man drei Arten unterscheiden: l) Die Ebene trifft alle Seiten- 
geraden einerseits der Spitze; dann heilst der Kegelschnitt Ellipse 
(Fig. 27 a). Der zur Axe senkrechte Kreisschnitt ist ein besonderer Fall 
hiervon. 2) Die Ebene ist parallel einer Seitengeraden (Fig. 27c); alle 
andern Seitengeraden werden also von der Ebene getroffen. Man sagt dann 
von dem Kegelschnitt, er habe einen unendlich fernen Punkt; er heifst 
Parabel. 3) Die Ebene ist parallel zu zwei Seitengeraden (Fig. 27b); 
sie trifft hierbei die beiden Teile der Kegelfläche, indem alle Seitengeraden 
aufser den beiden genannten entweder einerseits oder andrerseits der Spitze 
getroffen werden. Man sagt von diesem Kegelschnitt, er habe zwei un- 
endlich ferne Punkte; er heilst Hyperbel. 

In diesen drei Fällen ist der Winkel zwischen der Schnittebene und 
Axe der Reihe nach gröfser, gleich, kleiner als der Winkel zwischen der 
Seitengeraden und Axe. 

Die Ebene, die durch die Kegelaxe senkrecht zur Kegelschnittebene 
gelegt ist, bestimmt in dieser die Axe BB^ des Kegelschnittes. 

2. Legen wir im Fall des Hyperbelschnittes durch die Spitze S eine 
Ebene X8Y (Fig. 27 b) parallel der Schnittebene, und in den Seiten- 
geraden ÄX und AT, in welchen der Kegel von dieser Ebene geschnitten 
wird, die berührenden Ebenen an die Kegelfläche, so schneiden diese die 
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Hyperbelebene in zwei Geraden X^M \\ SX und Y^M || ST. Wo nun audi 
der Punkt Pj auf der Hyperbel angenommen wird, so trifft die zu BB^ Senk- 
rechte OjP, die Gerade X^M m einem Punkt X^, von dem aus die Strecke 
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XiX nach dem Bertthrungsptmkt X des zugehörigen Eegelkreises stets 
dieselbe Gr6fse hat, da diese Strecken stets ParalleUta'ecken zwischen 
Parallelen sind. Schneidet die Gerade O^Pj den Eegelkreis noch in Pg, 
so ist Z^Pj- JIjPj= X,I eine unveränderliche GrÖfae flir alle solche 

Punkte P, ; es muls daher X Pi => ' um so kleiner werden, je weiter 

' ^ ' J^P, ' •" 

der Punkt P, von der Spitze S oder vom Punkte M hinausrüokt, da der 
Nenner dieses Bruches dann stets gröfser wird; dasselbe gilt für ^lij- 
Die Hyperbel n&hert sich daher mehr und mehr den Geraden MX^ und MYi^ 
ohne sie je zu erreichen. Man nennt diese Geraden die Asymptoten der 
Hyperbel; sie sind als die Berührenden in den unendlich fernen Punkten der 
Hyperbel aufzufassen. DaTs die Asymptoten durch den Mittelpunkt M der Axe 
BBi gehen, ergiebt sich daraus, dafs zu Si, und SN^ der Strahl von S nach 
dem Schnittpunkt der Berührenden XX^, YY^ mid der Strahl nach der Mitte 
der Sehne XY harmonisch zugeordnet sind (II, § 19, 3a, 2b, § 17, 3b). 

3. Ziehen wir durch zwei Punkte P und Pj des Kegelschnittes die 
Senkrechten PO, PiO^ zur Aie PB^, so lassen sich durch diese Senk- 
rechten noch Ebenen senkrecht zur Eegelaie legen. Diese Ebenen schneiden 
den Kegel in Kreisen, in welchen die der Axenebene SBE^ angehörigen 
Durchmesser LN und X,W, ebenfalls senkrecht zu PO und PjOj sind. 
Es folgt hieraus, dafs in der Ellipse und Hyperbel 

Pö' LÖ-ÖIf _ 'B^ ~BÖ_ 

dagegen in der Parabel ■ ^'^ - ^ = -^ , da hier LO = L^O^. 
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In einer ElUpse oder HyperM verhüten sich dUe Quadrate zweier gur 

» 

Äxe serücrechten HaXbsehnen^, wie die Frodukte der zugehörigen Abschnitte der 
Axe, in einer Parabel wie die zugehörigen Abschnitte der Axe. 

4« a) In der Ellipse ist BB^= 2a die grofse Axe und die zu 
ihr Senkrechte im Mittelpunkt = 2b die kleine Axe. Läfst man O^P^ 
mit b zusammenfallen, so wird O^Pj^= 5, -BjOi= O^B = a; wird dann 
noch OP = y und der Abstand dieser Geraden vom Mittelpunkt = x 

gesetzt, so ist p = ^^ — ■ ^ = 5 — oder -r^ -| — j = 1. Dies ist 

die Gleichung der Ellipse. — Für einen Cylinderschnitt ergiebt sich 
auf gleiche Weise dieselbe Gleichung. 

b) Haben in der Hyperbel a, x^ y, x^, y^ dieselbe Bedeutung, wie 
angegeben, so folgt: . 

(x — a){X'\-a) ^ (Xi — a){x^ + a) ^^^^ a?'— «' ^ M^ _ (±y^ 

y' Vi* y' wi/ \yi/ * 

Eückt OiPi unmefsbar weit hinaus, so nähert sich die Strecke Oj^P^ der 
in der Asymptoten begrenzten O^X^ und das Verhältnis ^ dem Verhältnis 

^ -J == -j- , wenn & die in J? auf der Axe errichtete und in der Asymptote be- 
grenzte Senkrechte ist. Zugleich wird — mit wachsendem y^ yerschwindend klein, 

Vi 

so dafs 1 — = T«» ""8 — T*^^ ^' ^^^^ ^ ^® Hyperbelgleichung. 

c) Ist in der Parabel OP = y^ OB = a;, so ist — = — =j?, d.i. 

eine unveränderliche Gröfse, also y^==px. Dies ist die Parabelgleichung. 

Die analytische Geometrie leitet aus diesen Gleichungen der Kegel- 
schnitte alle Eigenschaften der Linien ab. 

5. In einen ümdrehungskegel (oder Umdrehungscylinder) lassen sich, 
wie aus §9,4 und 5 folgt, unbegrenzt viele berührende Kugeln legen, 
deren Mittelpunkte auf der Axe liegen. Soll aber auch noch irgend eine 
(nicht durch die Spitze der Kegelfläche gehende) Ebene von der Kugel in 
einem Punkt berührt werden, so erfüllen nur zwei Kugeln die gestellten 
Bedingungen. Diese Kugeln werden erhalten (Fig. 28), indem man die beiden 
Kreise zeichnet, welche in dem zur gegebenen Ebene senkrechten Axen- 
schnitt die Seitengeraden der Umdrehungsfläche und die Schnittgerade der 
gegebenen Ebene berühren, und dann diese Kreise um die Axe sich drehen 
läfst. Der Berührungspunkt zwischen dem Kreis und dieser Schnittgeraden 
ist dann auch Berührungspunkt zwischen der Kugel und der Ebene, da 
alle andern Punkte der Ebene weiter als er vom Mittelpunkt des Kreises 
entfernt sind. 

Dieser Berührungspunkt F wird ein Brennpunkt des Kegelschnittes 
der Ebene genannt. Die Halbmesser der Kugeln nach beiden Brenn- 
punkten F und F^ sind parallel, da sie auf derselben Ebene senkrecht 
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stehen; daher geht der Strahl SF' auch durch den andern Grenzpunkt 
des durch F bestümnten Ereisdurchmessers (IT § 18, ib). 

Beachten wir in den drei Fällen den Abstand des Strahlpunktes S 
von der Ebene BPB^^ so ergiebt sich: 

Der Schatten einer von einem Fmkt aus bestrählten Kugd auf emer Be- 
rüJiru/rtgsebene ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, wenn der Abstand 
des Strahlpunktes von der Ebene gröfser, ebenso grofs oder Hemer als der 
Durchmesser der Kugd ist Der Berührungspunkt ist der eine Brermpu/nkt; 
der andere Brennpunkt ist der Schattenpu/nkt des dem Berührungspunkt 
gegengesetzten Punktes der Kugel, 






Fig. 28 a. 



Fig. 28 b. 



Fig. 28 c. 



6« Der Abstand eines Punktes P des Kegelschnittes von einem Brenn- 
punkt, der Fahrstrahl FP des Punktes P, ist gleich der Strecke PA 
der Seitengeraden der Eegelfläche von demselben Punkt bis zu ihrem Be- 
rührungspunkt A auf der Kugel (S. 22 4 b). Bei der Ellipse ist daher die 
Summe der beiden Strecken von dem Punkt P nach den beiden Brenn- 
punkten JPund JPj, also PF -j- PF^ = AA^^ d. i. gleich der Seitenstrecke 
von dem Berührungspimkt der einen Kugel bis zu dem der andern. Diese 
ist aber nach Teil I § 35, Zus. 3 gleich der durch die Brennpunkte 
gehenden Sehne BB^^ d. h. gleich der Hauptaxe der Ellipse. 

Bei der Hyperbel liegen die berührenden Kugeln beiderseits der 
Spitze, so dafs hier der Unterschied der beiden Fahrstrahlen eines Pimktes 
PF — PJPj gleich der Seitenstrecke AA^ zwischen beiden Berührungs- 
kreisen der Kugeln und der Kegelfläche ist. 

In der ElUpse ist die Summe, in der Hyperbel der Unterschied der 
Fahrstrahlen von den Brennpu/nkten nach einem Punkt des Kegelschnittes 
tmveränderUch, nämlich gleich der Axe desselben. 
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DaXs beide Brennpunkte von den sogen. Scheiteln B und J?^, den 
Grenzpunkten der Axe, gleichweit entfernt sind, folgt aus Teil I § 35, Zus. 2. 

Sind von einem Kegelschnitt die Axe imd die Brennjmnkte gegeben, 

so sind hiemach leicht Pimkte desselben zu finden, Ist 2 a die Länge der 

Axe, so giebt es zu den Fahrstrahlstrecken f und (2a 4"/*) stets vier 

Punkte, zu welchen die Hauptaxe und deren Mittelsenkrechte Mittellinien 

sind und ihr Schnittpunkt Mittelpunkt ist. 

Gärtnerische Ausführung einer Ellipse mittels einer Schnur, deren Enden 
in zwei Pfählen befestigt sind, während der die Linie beschreibende Stift sie 
gespannt erhält. 

7, Zu der Axenebene durch den Brennpunkt F ist die Ebene des 
Kegelschnittes senkrecht und ebenso die Ebene des Berührungskreises 
zwischen Kugel- und Kegelfläche; daher ist die Schnittgerade KL beider 
senkrechten Ebenen auch auf der Axenebene senkrecht. Diese Schnitt- 
gerade wird Leitgerade des Kegelschnittes genannt; zu jedem Brenn- 
punkt gehört eine Leitgerade. 

Die vom Brennpunkt F zu seiner Leitgeraden senkrecht gezogene 
Gerade sei FK\ die Parallele zu FK durch die Spitze S der Kegelfläche 
treffe die Ebene des Berührungskreises in F. Zieht man noch die Senk- 
rechte PL von einem Punkt P des Kegelschnittes zu der Leitgeraden, so 
ist PL II FK II 8 F, daher PAiPL = SA'.SY oder 

PF : PL = SÄ: SV. 

Nun ist das Verhältnis SA : S V dasselbe, wo auch der Punkt P liegt 
(S. 22 4 b), und zwar ist bei der Ellipse SA<iSVj indem V aufserhalb 
der Fläche des Berührungskreises liegt (§ 5, 1 c), bei der Hyperbel SA ^SV, 
da V innerhalb der Kreisfläche liegt, bei der Parabel SA = SV, da, SV 
eine Seitengerade des Kegels ist. In den ersten beiden Fällen ergiebt 
sich, wenn noch BT\\ VK gezogen wird: 

SA:SV=SX:SV= B'X:B'K=B'Y:B'B, 

wobei nun B'Y==B'X + BZ = B'F+BF=FF\ 

Ist c der Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkt der Kugel, die sog. 
lineare Excentricität, und ist a die halbe Axe, so folgt 

PF:PL = FF':BB' = 2c : 2a = c : a = e, 

welches Verhältnis als (zahlenmäfsige) Excentricität benannt wird. 

In jedem Kegelschmtt ist das Verhältnis der Abstände eines Pvmktes 
von dem Brennpwnkt tmd dessen Leitgeraden imveränderUch, nämlich gleich 
der Excentricität e des Kegelschnittes, Es ist e <il in der Ellipse, e > 1 
in der Hyperbel, e = 1 in der Parabel, 

Wenn von einer Parabel der Brennpunkt wnd die Leitgerade gegeben 
sind, so können hiemach leicht Pwnkte des Kegelschnittes erhalten werden, 
die von dem Punkt und der Geraden den gleichen Abstand haben. Bei der 
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Ellipse und Hyperbel muTs noch auTserdem das Verhältnis c : a ge- 
geben sein. 

8. Halbiert man in der Hyperbel den Winkel der beiden Fahrstrahlen 
eines Punktes P, in der Ellipse deren Nebenwinkel, in der Parabel den 
Winkel des Fahrstrahls mit der Senkrechten zur Leitgeraden, und bestimmt 
man zu dieser Winkelhalbierenden als Mittellinie den Punkt F^^, der ander- 
seits F entspricht, so ist für irgend einen andern Punkt L der Winkel- 
halbierenden LF^ = LFj während in der Hyperbel und EUipse F^F^ 
gleich der Hauptaxe 2a und i^i — LF^<FiF^ oder LFi + LF^>FiF^] 
in der Parabel liegt F^ auf der Leitgeraden und es ist XJ^'g > iJf, wenn 
M der Fufspunkt der Senkrechten von L zur Leitgeraden ist. Daraus 




Fig. 29 a. Fig. 29 b. Fig. 29 o. 

folgt, dafs der Fimkt L nicht dem Kegelschnitt angehören kann, da dies 

dem Satze 6 (oder 7) widersprechen würde. Die Winkelhalbierende hat 

also mit dem Kegelschnitt nur den Punkt F gemeinsam; sie ist Berührende 

an ihn. Wenn wir in der Parabel auch die Senkrechte zur Leitgeraden 

Fahrstrahl nennen, so gilt für alle Kegelschnitte der Satz: 

Die Fahrstrahlen eines Fimktes in einem Kegelschnitt bilden mit dessen 

Berührender gleiche Winkel, 

Die von einem Brennpunkt ausgehenden Strahlen des SchaUes, des 
Lichtes, der Wärme oder der Elektrizität werden an der Parabel parallel der 
Axe zurückgeworfen, an der Ellipse nach dem andern Brennpunkt, an der 
Hyperbel so, als kämen sie von dem andern Brennpunkt. 

9, Hiemach ist die Berührende eines Ptmktes auf dem Kegelschnitt 
zu bestimmen, werm die Brennptmkte (Leitgeraden) gegeben sind, — Ist 
von emem PuM; L aufserhalb des Kegelschnittes die Berührende zu ziehen, 
so erhält man zunächst den Punkt F^ durch die Kreisbögen aus L mit dem 
Halbmesser LF imd aus JP^ mit dem Halbmesser 2 a (mittels der Leit- 
geraden bei der Parabel); es ergeben sich so zwei Berührende durch L, — 
Ist eine Berührende parallel zu einer Geraden zu zeichnen, so tritt an die 
Stelle des ersten Kreisbogens die Senkrechte von F zu der Geraden. 
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C. Gebilde mit einer Mittelebene. 

§ IL Beiderseits gleiche Lage zu einer Ebene. 

!• Den Figuren, die in einer Ebene beiderseits gleich liegen in 
Bezug auf eine ihrer Geraden als Axe, entspricht die Lage der Ge- 
bilde des allseitig ausgedehnten Raumes beiderseits einer Mittel- 
ebene oder Symmetrieebene (Spiegelebene). Zwei Gebilde liegen 
beiderseits gleich oder symmetriscJi (A) isu einer Ebene (Mittdebene), 
wenn ihre Punkte paarweise je auf einer Senkrechten der Ebene in 
gleichem Abstand von ihr liegen. Zwei solche Gebilde vereinigen sich 
zu einem in sich beiderseits gleichen oder symmetrischen 
Gebilde. 

Das Bild eines Gegenstandes in einem ebenen Spiegel erscheint in demselben 
Abstand hinter dem Spiegel, wie der Gegenstand vor ihm. Eine Mittelebene 
besitzen der menschliche Körper und zahllose Eunsterzeugnisse. 

Die Mittelebene zu ewei Punkten ist die in der Mitte ihrer Strecke 
senkrecht errichtete Ebene; diese Ebene ist der Ort aller Mittdsenkrechten 
zu beiden PunJcten und der Ort aller Punkte, die von dem einen Punkt 
ebenso weit entfernt sind, als von dem andern, 

2. Alle Senkrechten, • die von den Punkten einer. Geraden auf 
die Mittelebene gefällt werden, gehören der Ebene an, die durch die 
Gerade senkrecht zur Mittelebene gelegt wird (S. 8, 9d); auf dieser 
Ebene liegt andrerseits die entsprechende Gerade der Art, dafs die 
XJmwendung um die Schnittgerade beider Ebenen die eine Gerade mit 
der andern zur Deckui^ bringt (I § 15 — 19). 

- a) Beiderseits gleichliegende Geraden liegen auf einer zu/r Mittel- 
ebene senkrechten Ebene, schneiden einander auf der Mittelebene und 
diese hadert ihren Winkel senkrecht zu ihrer Ebene, Die Mittelebene 
ist der Ort aller Strahlen, die mit beiden Geraden gleiche Winkel bilden. 
Das letztere ergiebt sich als XJmkehrung von S. 12, 4 a. 

Alle Strahlen eines Punktes werden von dem Spiegel so zurückgeworfen, 
als kämen sie von dem andrerseits gleichliegenden Funkt. Der einfallende 
und der zurückgeworfene Strahl machen denselben Winkel mit der Spiegelebene. 

b) Beiderseits gleichliegende Geraden sind parallel, wenn eine von 
ihnen parallel der Mittelebene ist; die Mittelebene geht durch ihre Mittel- 
parallele und steht a/uf ihrer Ebene senkrecht, 

c) Irgend eine Figur einer zur Mittelebene senkrechten Ebene wird 
mit der ihr andrerseits entsprechenden zur Deckung gebracht durch die 
XJmwendung um die Schnittgeraden beider Ebenen, 

3. Verbindet man zwei beiderseits gleichliegende Punkte A 
und A^ mit einem Punkt der Mittelebene, so erhalt man zwei ent- 
sprechende Geraden. Legt man durch beide Punkte A und A^ je 
eine Ebene a und a^ nach einer Geraden s der Mittelebene 6, so 
können beide Ebenen als Erzeugnisse der Drehung je einer Geraden 
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um den Punkt A oder A^ längs der Geraden 6 als Leitgeraden auf- 
gefafst werden; daher entsprechen einander beide Ebenen (2 a). 

Eine zu s senkrechte Ebene v ergiebt als Schnittgerade in der 
Mittelebene die Gerade n und in den Ebenen a und 
a^ die entsprechenden Geraden a und a^ (2 a); es ist 
somit -^an = na^. Da die Geraden a, n, a^ senk- 
recht zu s sind, so bestimmen sie die Winkel der 
Ebenen ^aö == 6a^. 

a) Die Mittelebene halbiert die Winkel zweier 
beiderseits gleichliegenden Ebenen. 

b) Die Ebenen, welche die beiden WinJcd zweier 
Ebenen halbieren, sind der Ort aller Punkte, die von beiden Ebenen 
denselben Abstand haben; 

denn jeder Punkt von n (_L s ini/) ist von a und a^ gleichweit 
entfernt (I § 19, 3 a) und seine Abstände von a und a^ sind zugleich 
die von a und a^, da die Ebene Vy in der sie liegen, senkrecht zu 
beiden Ebenen ist (S. 8, 9 d). 

Insbesondere ergiebt sich für den Fall, dafs die Schnittgerade 
einer Ebene mit der Mittelebene in unmefsbar grofse Entfernung 
hihausrückt: 

c) Ist eine Ebene parallel der Mittelebene, so ist es auch die andrer- 
seits entsprechende und zwa/r in gleichem Abstand; die Mittelebene ist 
ihre Mittdparälldebene (S. 5, 4 b). 

4. Zwei beiderseits entsprechende Ebenen werden von einer zur 
Mittelebene senkrechten Ebene in entsprechenden Geraden geschnitten. 
Diese beide Geraden und die 
Schnittgerade jener Ebenen 
bestimmen ein gleichsehen- 
keliges Dreikant (2a). und 
auf der Kugel um den 
Scheitel ein gleichschen- 
keliges Kugeldreieck (S. 18, 5). 
Der Bogen s der Mittelebene 
in einem solchen Dreieck kann auf vier Arten bestimmt werden. 

In einem gleichschenkeligen Kugeldreieck fallen auf einander der 
Bogen, 
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a) der den Winkel an der 
Spitze halbiert, 

b) der von der Spitze senk- 
recht zur Grundseite geht (die Hohe 



a') der die Grundseite senk- 
recht halbiert, 

b') der die Spitze mit der 
Mitte der Grundseite verbindet 



des Dreiecks), 

6. Da gleichliegende Strecken durch die Umwendimg um die 
Schnittgerade ihrer Ebene mit der Mittelebene zur Deckung kommen 
(2 c), so folgt: 



§ 12. 
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a) Beiderseits gleichliegende Sirecken sind einander gleich, somit 
auch solche Dreiecke , Winkel von Geraden, Vielecke und überhaupt 
(bene Figu/ren. 

Sie kommen zur Deckung durch eine Drehung um die Schnitt- 
gerade ihrer Ebene mit der Mittelebene. 

Im Anschlufs hieran ist noch zu erweisen: 

b) Der Winkel zweier Halbebenen ist gleich dem der andrerseits 
entsprechenden Halbebenen. 

Sind a und cc^ und ß und ß^ solche Ebenen, so entsprechen sich 
auch deren Schnittgeraden aß und cc^ß^ 
und legt man durch gleichliegende 
Punkte P und P^ dieser Schnittgeraden 
die zu ihnen senkrechten Ebenen v 
und Vi, so entspricht (nach a) der zu 
aß Senkrechten ai/ in a die zu cc^ß^ 
Senkrechte a^v^ in a^; ebenso liegt ßv 
gegenseits der Senkrechten ßiv^] daher 
bilden (nach a) auch diese Geraden gleiche Winkel und diese sind 
die Ebenenwinkel. 

6. Es ist ersichtlich, dass in einem gleichschenkeligen Dreikant 
(Fig. 31) die gegenseits liegenden Teile gegenwendig gleich sind 
(S. 14, 3). Ebenso bilden (Fig. 33) zwei gegenseits gleichliegenfle Geraden c 





Fig. 82. 







Fig. 38. 



Fig. 34. 



und c^ mit zwei Geraden a und b der Mittelebene y zwei entsprechende 
Dreikante abc und a^b^c^, die gegenwendig gleich sind. Überhaupt 
entspricht einem Dreiflach aßy (Fig. 34) andrerseits der Mittelebene ein 
gegenwendig gleiches «i/^^yi. Da im übrigen alle Strecken, Winkel 
von Geraden und Ebenen beiderseits übereinstimmen, so folgt: 

Zwei gegenseits einer Mittelebene gleichliegende Gebilde sind gegm- 
wendig gleich. 

§ 12. Beziehungen zwischen den Gebilden gegengesetzier Lage zu 

Pnnkt, Gerade oder Ebene. 

1. Liegen zwei Gebilde gegengesetzt zu einem Punkt, wie z. B. 
Dreikant aßy und a^ß^y^ (Fig. 16, S. 15), imd läfst man das eine der- 



32 ni. Kap. Dreikant und Eugeldreieck. § 13. 

gelben um einen Strahl m des Mittelpunkts eine halbe Drehung aus- 
führeu; so dreht sich die zur Axe senkrechte Ebene y in sich selbst 
uni; während irgend ein Strahl a^/}^ eines Punktes mit seiner Axen- 
ebene m (cc^ßi) umgewendet wird, so dass dann die Strahlen cc^ß^ und 
aß auf gleicher Seite von m in der zu y senkrechten Azenebene 
liegen; da sie mit der Axe m gleiche Winkel bilden und somit auch 
mit der Ebene y, so liegen nun beide Strahlen beiderseits gleich zu 
der Ebene y und ebenso irgend ein Punkt des einen Strahls und sein 
Gegenpunkt infolge der gleichen Abstände vom Mittelpunkt. Da dies 
für alle gegengesetzte Punkte der ursprünglichen Lage gilt; so folgt: 

a) Wendet man eines von zwei m einem Mittelpunkt gegengesetzten 
Gebilden um eine Axe, die durch den Mittelpunkt geht, um^ so wird 
die in diesem Punkt zur Axe senkrechte Ebene Mittelebene für die neue 
Lage der Gebilde. 

Durch Umkehrung der Bewegung ergiebt sich ebenso: 

b) Wendet man eines von zwei zu einer Mittelebene gleichliegenden 
Gebilden um eine zu dieser Ebene senkrechte Axe um, so wird der 
Schnittpunkt der Axe und Ebene der Mittelpunkt fü/r die neue Lage 
der Gebilde. 

2. In einem Umdrehungskegel kann die Spitze als Mittelpunkt 
des Doppelkegels gelten. In einem Umdrehungscjlinder ist jeder 
Pimkt der Axe Mittelpunkt der Fläche; denn jeder Strahl eines 
solchen Punktes trifft die Fläche in zwei Punkten gleichen Abstandes 
von dem Axenpunkt. 

3. Li jeder Umdrehungsfläche ist jede Axenebene Mittelebene 
(I § 27, 2b). 

In einem Umdrehungscjlinder ist jede zur Axe senkrechte Ebene 
Mittelebene. 

In einer Eugel ist jeder Durchmesser Axe, jede Ebene durch 
den Mittelpunkt Mittelebene. 

Irgend zwei deckungsfähige Umdrehungsflächen mit je einem 
Mittelpunkt liegen gegengesetzt zu einem Punkt oder einer Ebene, 
wenn ihre Axen und Mittelpunkte so liegen. 



• Drittes Kapitel. 

Beziehungen der Kanten- und Ebenenwinkel im Dreikant und 

Eugeldreieck. 

§ 13. Winkel im Dreikant und n-kant. 

!• FäUt man in dem Dreikant; dessen Scheitel imd Kanten 
a, b, c sind; von einem Punkt B der Kante b zu den Geraden a, c 
und zu der Ebene ac die Senkrechten BA, BC und BF und ist 



§ 13. 
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-^ 6a > bc, so ist in den rechtwinkeligen Dreiecken OBÄ und OBC 
auch AB > BC (AB = OB sin ab, BC = OB sin bc), 
und in den Dreiecken BAF und 5(7jF ist 

^BAF<BCF (BmBAF=BF:AB, BmBCF= BFiBG). 
Diese Winkei sind aber die Ebenenwinkel des Dreikants. So folgt: 





Fig. 35 a. 



Fig. 35 b. 



a) In einem Dreikant liegt dem gröfseren Kantenwinkd der gröfsere 
Ebenenwinkd gegenüber — und umgekehrt. Oder: 

b) In einem Kugddreieck liegt der gröfseren Seite auch der gröfsere 
Winkel gegenüber — und umgekehrt 

2. Wie sich an das Dreieck das neck anschliefst^ so an das 
Dreikant das n-kant oder die n-kantige Ecke. Sie entsteht^ indem 
ein Halbstrahl eines Punktes 8 in diesem fest bleibt^ während er auf 
einem Vieleck ABCDE hingleitet^ dessen Ebene nicht durch den 
Punkt geht. 

An den Ecken A, B, C, ... des necks bildet die Ebene desselben 
mit zwei Ebenen des nkants ein Dreikant^ dessen einer Kanten- 
winkel a^ jeweils dem neck angehört; filr die 
Summe 6^ der beiden andern gilt daher ö^^ > a^ 
(S. 18, 6). Die Summe der Winkel des necks be- 
tnlgt (2n — 4)JB;^daher ist die Summe 27 aller 
dem Vieleck nicht angehörigen Winkel dieser 
Dreikante 2; > (2n — 4) JB. Die Summe 2 bildet 
aber mit der Summe 8 aller Kantenwinkel des 
nkants die Winkel Yon n Dreiecken, so dafs 
iS + 27= 2nJB, woraus durch Abzählen der 2;> (2n — 4)i? folgt: 

5<4iJ; d.h.: 

Die Summe der Kantenwinkd einer jeden Ecke ist kleiner als 4B. 

3. Fällt man von einem Punkt innerhalb eines n kants die Senk- 
rechten auf die Ebenen desselben, so bestimmen diese Strecken als 

Henrici u. Treutlein, Elementargeometrie m. 2. Aufl. 3 




Fig. 36. 
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Kanten ein neues nkant, welches Polarecke zu der ersteren Ecke 
genannt wird. Aus S. 9^ 10 folgt: 





Fig. 378. 



Fig. 87 b. 



a) Jeder Ebenenmnkel einer Ecke ergcmt den entsprechenden 
Kcmtenwinkd der Pölareclce m 2B. 

Da (nach S. 8, 9 b) auch die Kante zweier Ebenen der ursprüng- 
lichen Ecke senkrecht zur lE^bene zweier entsprechenden Kanten der 
Polarecke, so ist auch die ursprüngliche Ecke Polarecke ihrer Polar- 
ecke und 

b) Jeder Kantenwinkel einer Ecke ergänzt den entsprechenden 
Ebenenmnkel der Polarecke zu 2JR. 

Ist 6 die Summe der n Ebenenwinkel der Ecke, s^ die der Kanten- 
winkel der Polarecke, so ist <? + 5^ ^ 2wi?, 6 < 2w JZ; 

aber: s^ < 4 B, 6 > (2w — 4) JB, d. h.: 

c) Die Summe der Ebenenmnkel einer n-kantigen Ecke ist kleiner 
als 2nB und gröfser als (2n — 4) E, 

Insbesondere gilt für w = 3: 

d) Die Summe der Ebenenmnkel eines Dreikants oder die Wirikel- 
summe eines Kugeldreiecks ist kleiner als 6R und gröfser als 2JR. 



§ 14. Deckungsfähigkeit der Dreikante und Eugeldreiecke. 

1. Wenn zwei Dreikante 0(ÄBO)f Oi(J.i5iCi) deckungsfähig 
sind, so stimmen ihre drei Kantenwinkel und ihre drei Ebenenwinkel 





Fig. 88. 



in der Ghröfse überein und sie erscheinen, von entsprechenden Punkten 
aus betrachtet, gleichwendig. Sind sie gegenwendig, so sind die 
Dreikante nicht deckungsfähig, können aber gegengesetzt in Bezug 
auf einen Punkt oder eine Ebene gelegt werden. 



§ 14. 
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Den deckungsf ähigen Ecken entsprechen auf Kugeln^ welche um 
deren Scheitel und Oj mit gleichen Halbmessern beschrieben werden, 
deckungsfähige Kugeldreiecke ABC, A^B^Ci, in denen die Seiten 
a = a^j b = \, c = Ci und die Gegenwinkel ^Ä = Ä^, -^B = B^, 

Indem von den sechs Gleichungen drei als Annahmen heraus- 
gegriffen werden, ergeben sich die den Sätzen über die Deckungs- 
fähigkeit ebener Dreiecke entsprechenden Sätze, nämlich: 

2. Zwei Dreihmte oder KugddreiecJce gleicher Kugdn sind deckungs- 
fähig, wenn folgende Stücke der einen Figwr gleich und (von entsprechenden 
Punkten aus gesehen) gleichwendig sind den entsprechenden Stücken der 
andern, (wobei wir die Kantenwinkel kurz als Seiten, die Ebenen- 
winkel alfi Winkel bezeichnen): 



a) zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel; 

b) die drei Seiten; 



a') zwei Winkel und die gemein- 
same Seite; 

b') die drei Winkel; 



In den folgenden Beweisen dieser Sätze ist die gleichwendige 
Lage der Elemente vorausgesetzt. 



a) Es sei -«^ a = c^i, ^ & = b^, 
^c = c^. Man bringt den Scheitel 
Ol auf 0, die Kante O^Ä^ auf 
OÄ und die Ebene O^Äj^B^ auf 
OAB] so folgt aus <^ a = a^, dafs 
Ebene O^A^C^ auf OAG fällt, 
während aus *^ 6 = ft^ und c = q 
sich ergiebt, dafs O^Ci auf OG, 
OyB^ auf OB fällt. 

b) Es sei ^ a = «1, -^ 6 = b^, 
^ c = Cj. Man lege 0^ auf 0, 
O^Aj^ auf OA und Ebene O^A^B^^ 
auf OAB, Würde nun O^^C^ nicht 
auf 0(7, sondern auf 00^ fallen, 
so wäre CBC^ ein gleichschen- 
keliges Dreieck wegen der Gleich- 
heit von ^ a und a^ und ebenso 
CAC2, weil -«^ 6 = &i ist. Hier- 
nach müfsten OA und OB auf der 
Mittelebene zu C 00g liegen; AOB 
müfste diese Mittelebene sein, was 
der Annahme widerspricht, dafs 
beide Ecken gleichwendig einer- 
seits von Ebene AOB liegen. 

Für b) ergiebt sich auch folgender Beweis: Man zeichnet für 
die beiden Dreikante, die in den Kantenwinkeln übereinstimmen, die 



a') Es sei ^a=a^, ^ß = ß^, 
^ y = y^. Man bringt den Scheitel 
Ol auf 0, die Kante O^B^ auf OB 
und die Ebene O^B^C^ auf OJSO; 
so folgt aus ^ a = «1, dafs O^Cj^ 
auf OC fällt, und aus den beiden 
andern Annahmen, dafs Ebene 
Oi-Bi^i auf OBA, Ebene O^C^A^ 
auf OCA fällt. 

b') Es sei<^a = ai, ^ß = ß^^ 
'^y = Yi' Alsdann stimmen in 
den Polarecken zu und Oj die 
Kantenwinkel überein; diese Polar- 
ecken sind somit nach b) einander 
gleich; sie stimmen folglich in 
ihren Ebenenwinkeln überein und 
sonach die Ecken und 0^ in 
den Kantenwinkeln. Daher sind 
diese Ecken nach b) deckungsfähig. 
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Senkrechten wie auf S. 33, 1, Fig. 35 angegeben wurde. Dann ergiebt 
sich, dass der Reihe nach die Figuren OÄB, OBG, AOCF, ABF 
und BCF mit den entsprechenden Figuren des zweiten Dreikants 
übereinstimmen, somit auch die Ebenenwinkel BAF und BCF, 
woraus die Übereinstimmung nach a) oder a') folgt. 




Fig. 39. 



§ 15. Bestimmnng der Lage von Punkten zu einem rechtwinkeligen 

Dreikant. Raumkoordinaten. 

1. Wie die Lage eines Punktes in der Ebene durch seine Ent- 
fernung von zwei zu einander senkrechten Geraden bestimmt wird 
(II § 37, i), so die Lage eines 
Punktes im Raum durch seine 
Entfernungen von drei zu ein- 
ander senkrechten Ebenen, die 
einander somit in drei zu einander 
senkrechten AxenOX, OYy OZ 
schneiden. Legen wir durch den 
Punkt P drei weitere zu diesen 
Ebenen parallele Ebenen, so er- 
geben deren Schnittkanten in 
OX = x, OY=y, OZ=^z 
die rechtwinkeligen Koordi- 
naten d. i. die Abstände des Pimktes P von den Ebenen YOZ, ZOX, 
XOT, Die drei Axenebenen teilen den Raum in acht Teile; die 
auf den Halbaxen eines (des ersten) Teiles gemessenen Koordinaten 
werden positiv genommen, dagegen die auf den Gegenstrahlen 
negativ. 

Sind I, 7], J; die Winkel von OP mit den Axen und OP = r, 
so ist: 

X = r cos S, y = r cos ly, = r cos g, 

wobei das Zeichen des cos bestimmt, ob die betreffende Koordinate 
positiv oder negativ ist. 

Ist PPi_LZOr, PP^ = 0, so gilt für den Grundrifs OP, von OP 

'ÖP^^x'+y^ und 'ÖP^ = 'ÖP^^+PP^^ oder 

r^ = a?^ + y* + z^, 

woraus weiter folgt: 

COS^ 1+ «OS^ 1J + cos^ S = 1- 

Zusatz: a) Entsprechend ergiebt sich für eine Strecke p, deren 
Grenzpunkte die Koordinaten x^y y^, 0^ und x^y y^y 0^ haben, 

p'= (^2 — ^1)'+ (j/a— yi)'+ (^2 — ^i)'- 
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b) Hieraus folgt weiter, wenn r, und r^ die Strahlen von 
nach den Grenzpnnkten von ^ und It^Ji^, Ijijg^ deren Winkel mit 
den Azen sind: 

p» = a^» + y,* + ^s* + a;,* -|- y^' -{■g*—2 {x^x^ + y^y, + ^j^,) 
= rj* + »"i* — 2 j-j r, (cos li cos Ig + COB tj^ cos iJj + cos £, cos g,) 
Ist S der Winkel zwischen r^ nnd r,, so ist aber auch: 

p*= rj*+ ''i* — 2rifj cos d, 
also sehliefBlich: 

cos cf = cos §1 cos gj -f- «08 »], cos »]j + cos £i cos gg . 

e) Die Winkel der Geraden OP mit den drei Axenebenen XOY, 
XOZ und YOZ er^nzen die Winkel g, tj, | je zu einem IL Daher 
gilt fllr diese Winkel «, ß, y: 

sin' a + sin' ß -\- sin* y ^ 1 , 
woraus auch folgt: 

cos* a + cos' ß -\- cos' j- ^ 2 . 

2. Eine zweite Bestimmungsart der Lage eines Punktes, ent- 
sprechend den Folarkoordinaten der Ebene (H § 37, 2), ist folgende. 
Die Lt^e eines Punktes B wird in 
Bezug auf einen Pnnkt 0, einen Halb- 
strahl OX desselben und eine Halb- 
ebene XOM des letzteren bestimmt 
durch 1) die Entfemimg des Punktes B 
vonO, OB = r, 2) den Winkel dieses 
Fahrstrahls mit der Axe, -^ X OB = c, 
und 3) den Winkel « der Ebene £0X 
mit der Ebene MOX. Fig m. 

Ist die Ebene BACXOX, so 
sind in Bezug auf OX als X-Axe, OXM ab XY-Ebene die drei 
rechtwinkeligen Koordinaten von B: OA = x, AO^=y, CB = 8 
Knn ist 

a; = r cosc, y = AB cos«, 2 = AB sin« 
oder, da AB = r sine: 

3; = r cosc, y ^ r sine cos a, 2 = r sine sin«. 

§ 16. Bezielmngeii zwischen Seiten and Winkeln im Engeldreieck. 

(Sphärische Trigonometrie.) 

1. Die drei Halbstrahlen OA, OB, OC (Fig. 40) bUden ein 

rechtwinkeliges Dreikant, dessen Ebenenwinbel an der Kante OC 

ein B ist. Bringen wir die Kantenwinkel ^BOC = a und ■^COA='b 
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in ßeclmiing, bo gehört jede der drei Koordinaten x, y, e zwei recht- 
winkeligen Dreiecken an; dies führt uns zu Gleichungen zwischen 
den Kanten- und Ebenenwinkeln. 

a) a: ^ OA ist die Seite von ÄOB und AOC, also: 

a; = r eoBC ^ OC cos 6 =r cosa coeft, woraus: 

I. C08 e ^ cos a cos 6. 

b) z = BC ist Seite Ton OBC und ABC, also: 

« ^ r sin« ^ AB- sin a ^ r sin c sin «, woraus: 



c) y^ AG ist Seite von ABC und AOC, also: 

y =: r sin c cos a ^ OC sin & ^ »■ cos « sin 6 , 



gesetzt werden kann, so ergiebt sich schlierslich : 



in. 



_ tg6 



ig« 

Dem Dreikant OA, OB, OC entspricht auf einer um gelegten 
Kugel ein rechtwinkeliges Kugeldreieck mit den Seiten a, b, c 
(Kantenwinkel) und den Winkeln u, ß, It (Ebenenwinkel}. Nennen 
wir a und b die Katheten, c die Hypotenuse des Kugeldreiecks, so 
entsprechen obige Formeln dem Satze: 

Im rechtwinkeligen Kugeldreieck ist: 

a) der Cosinus der Hypotenuse gleich dem Prudi^t der Cosinus 
der beiden Katheten. 

b) (fer Sinus eines Winkels gleich dem Quotient des SimiS der 
Gegenkathete durch den Sinus der Hypotenuse. 

c) der Cosinus eines Winkels gleich dem Quotient der Tangens 
der Ankathete durch die Tangens der Hypotenuse. 

2. Ziehen wir in einem beliebigen Dreikant, dessen Kanten- 
winkel ^BOC = a, ■^COA = b, ^AOB = c sind, von einem 
Punkt B der einen Kante Senk- 
rechte sowohl auf die beiden andern 
Kanten, BA J_ OA, BC ± OC, als 
auf die Gegfinebene, BF±AOC, 
so bestimmen die Winkel 

^SAF=a und ^BCF^y 
zwei Ebeuenwinkel des Dreikants. 
Ist OB = r, so ist 

BA = r sine, BC = r sina. m, 41 
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Die dritte Senkrechte BF gehört den beiden Dreiecken ABF nnd 
OBF an, woraus folgt: 

BF = BA sin a == r sin c sin ec , BF = BC sin y = r sin a sin y , 

sin ' sin c( = sin a • sin y 

oder 

since sina 



IV. 



sin y sin o 



In einem Kugeldreieck ist das Verhältnis der Sinus zweier Wifikd 
gleich dem Verhältnis der Sinus der Gegenseiten, 

3, Die Strecke OC = rcosa zerfällt durch AK\\FC in zwei 
Teüe OK + KC. Nun isi ^KAF=B—KAO=^l, KG = AFHmh, 
0K= OA cosb, wobei AF= AB cos a=r sine Gosa und O^=rcosc. 
Daraus folgt: r cos a = r cos c cos fe -f- r sin c cos a smb oder: 

Y. eos a = cos a sin 6 sin c -f- <^os b cos e. 

Dies ist die Cosinus-Formel für die Seite. 

Zusatz. Ist a> iJ, so ist der Winkel von ^JP mit 0C= (6 + 90<>). 
Da AF positiv zu nehmen^ so ist ^F= — AB cos a= — r sin c • cos a, 
und der zugehörige Abschnitt auf OC ist 
AF cos (6 + 90®) == — AFbitl 6 = r sin 6 sin c cos a, wie oben. 

Ist c > ü, so ist OA = — r gosc, und es macht OA mit OC den 
Winkel (b + 180®); daher ist der Abschnitt auf OC: 

— r cos c cos (6 + 180®) = r cos h • cos c, wie oben. 

Ist a^ R, so fällt der Grundrifs von OB auf die Gegenrichtung 
des Strahles des Dreikantes; es ist daher in der vorhergehenden Ab- 
leitung überall (b -\- 180®) für b zu setzen, wobei aUe Glieder ihre 
Zeichen ändern, somit die Gleichung dieselbe bleibt. 

4. Um die der Formel V entsprechende Gleichung für die 
Winkel des Kugeldreiecks zu erhalten, nehmen wir die Polarecke 
des Dreikants zu Hilfe, in welchem die Kantenwinkel 2B — a, 
2B — ß, 2B — y, die Ebenenwinkel 2B — a, 2B — b, 2B — c 
sind. Daher ist nach V: 

cos {2B — a) = cos (2 JB — a) sin (2 2? — ß) sin (2i? — y) + 

-f cos {2B — ß) cos (2 jB — y), 

— cos a = — cos a sin /3 sin y + cos ß cos y, 

VI. cos a = cos a sin j? sin y — cos i? cos y • 

Dies ist die Cosinus-Formel für den Winkel. 
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§ 17. Berechnnng der Seiten und Winkel des Kugeldreiecks. 

A. Das rechtwinkelige Dreieck. 

1. Für das rechtwinkelige Dreieck ergeben sich Formeln, 
indem man in denen des schiefwinkeligen Dreiecks y ^ B, also 

sin y = 1 und cos y = setzt. 

a) Aus -: — = -: — folirt sina = sina sine, ebenso sin6 = siniJ sine. 

^ Bin y sm c ° ' '^ 

b) Aus cos c = cos y sin a sin 6 + cos a cos b folgt cos c = cos a cos6. 

c) Aus cos y = cos csmaBmß — cos a cos ß folgt 

cos c = cotg a cotg /3. 

d) Aus cos a = cos asinß smy — cos ß cos y folgt 

cos a = cos a sin j3; ebenso cos ß = cos 6 sin a. 

e) Setzt man hier die Werte aus b) und a) ein, so folgt 

cos c sin "ö 

cos a = — T • - — ; cos« = tg6 cotgc, cos/J = tga cotgc. 

cos o Bin c 
j»\ k j\ i? i_^ i» cosof sin/J sin & 

I ) Aus d) lolfft femer - — = cos a -r— ^ == cos a - — , 

^ / o Bin a Bin a sin a ' 

sin fe = cotg atga, sin a = cotg ßtgb. 

Wenn von den fiinf auf einander folgenden Gfröfsen a, h, a, c, ß 
zwei gegeben sind, so können die andern berechnet werden. Von 
drei Stücken, den beiden gegebenen xmd dem gesuchten, wird immer 
eines so liegen, dafs es (bei Nichtbeachten des JB) entweder von den 
beiden andern in der Ordnxmg a, 6, a, c, ß, a, h unmittelbar ein- 
geschlossen wird, oder so, dafs es nicht unmittelbar an die beiden 
andern angrenzt. Für dieses Stück kaim man sofort eine der obigen 
Formeln anschreiben nach folgender Begel von Neper (1614): 

Im rechtwinkeligen Kugeldreieck ist der Cosinus eines Stückes gleich 
dem Produkt 

a) der Contangenten der einschliefsenden Stücke, 

b) der Sinus der nicht angrenzenden Stücke, 

wobei jedoch für jede Kathete statt der hierdurch bestimmten Funktion 
die Cofunktion m setzen ist, 

B. Das schiefwinkelige Dreieck. 



2. Es seien die drei Seiten a, 6, c 
gegeben. Die Formel V liefert: 

cos a — cos 6 cos c 



cos a = 



sin & sin c 



2'. Es seien die drei Winkel a, 
ß, y gegeben. Die Formel VI giebt: 

cos cc + cos ß cos y 



cos a = 



sin ß sin y 



Zusatz. Für logarithmische Eechnung geeignete Formeln ergeben 
sich durch Berechnung von 



sm - , cos 2 



. a a 

sm - , cos -g 
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nach den Formeln Teil 11 § 39, VII, V und VUI, wobei wir setzen: 



S — a = 5i, S J) = S2j s — c = s^^ 

Es folgt so: 

sin— = y —T 
2 r 81] 



ö — a 






= <s 



8 



cos 



^sin 8^ sin «3 
sin 6 sin c 






sin a sin 8i 
sin & sin c 



in — = 1/ — . 

2 r si 



sin 



cos 



— cos 6 cos tfj 



2 ~Kli 



sin |3 sin y 



cos <r, cos (Tg 



sin ß sin y 



(Vgl. n § 43, 6.) Die Gleichungen rechts können aus denen links 
auch mittels der Polarecke abgeleitet werden. 



Durch Teilung folgt: 



^BiD.8^ sm^ 



sms sin^ 

3. Es seien zwei Seiten a und h 
und der eingeschlossene Winkel y 
gegeben. Die Formel V giebt durch 
fortlaufende Yertauschung: 

cos c = cos y sin a sin 6 + cos a cos b. 



tg 



^-V- 



— cos 6 cos (Tj 

cos tf, cos tfg 



S'^. Es seien zwei Winkel a und /) 
und die anUegende Seite c gegeben. 
Die Formel VI liefert: 

cosy = cosc sin a sin/S — cos a cos j3. 



Die übrigen Stücke folgen dann nach Formel IV: 

sina 



sm of = sm y • 



sm c 



Zusatz, a) Bestimmen wir q) so, 
dafs 

cos y tg a = tg g) , 
so folgt: 

cos a^ . , . , , >. 

oos c = (sm 6 smg) -j- cos o cos 9), 



cosc = 



cos a cos (& — qp) 
cos 9 



smo; 



sin a = sm c • 



BlXLy 

&) Bestimmen wir g> so, dafs 



cos c tg a = tg g) , 



so folgt: 



cos a ^ . - . - N 



cos y = — 



cos a cos (ß -\- (f) 
cos 9 



b) Um Formeln zu erhalten, die die unmittelbare Berechnung von 
a und ßj oder von a und b gestatten, setzen wir in den Formeln 



:««±P 



a 



sm 



ß 



a . ß 



2 



= sin - COS -^ + COS ^ sin ^ , 



2 



COS -^ = COS j cos ^ + sm - sm ^ 

rechts die Werte aus 2, Zus. ein und benutzen die Formeln 11 § 39, VUI. 
Es folgt so z. B. 
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2 sin ' "i * cos • "^ ^ 



, . . /-i ; a Dxu \AJ9 

. a + P Sin & + 8U^ ^1 1 /su^ « sin & 2 2 y 

Sin ' ^ = W i 1/ -; 7—1 = cos -^ 

2 Binc r sin a Bin 5 ^ . c c . 2 



2 Bin — coB ^ 
2 2 



a — 6 

COB 



2 y 

COS 



c 2 

COB- 



So erhält man die Formeln von Delambre (1807), die noch häufig 
nach Mollweide (1808) oder Gaufs (1809) benannt werden: 

. a+6 a — ß . a — b . a — ß 

Bin — i — COB — --!- sm — - — Bm — — -^ 

2 2 2 2 



c .v' , c v' 

sin — Bin -^ sin — coB -^ 

2 2 2 2 

a + 6 a+ß o — ^ • «+/' 

COB — j- — cos — i-i- cos — t; — Bin — i-=- 

2 2 2 2 



c • y ' c y 

COB — sm 4- COB — cos -^ 

2 2 2 2 

um diese Formeln sofort anschreiben zu können, beachte man, dafs 
ein Ausdruck für die Seiten im Zähler und Nenner dieselbe Funktion 
hat, und dafs der entsprechende Ausdruck der Winkel gefunden wird, 
indem man im Zähler dem Sinus das minus, dem Cosinus das plus 
gegenüberstellt und umgekehrt dem minus den Sinus, dem plus den 
Cosinus; im Nenner steht bei den Winkeln die Kofunktion der Funktion 
des Zählers. 

Für die Berechnung der Winkel und Seiten folgen durch Teilung der 
entsprechenden Formeln die sog. Nep er 'sehen Analogien (1619): 

a — h a — ß 
cos — - — , cos — -^ 

cos — ^ — cos — i-^ 

2 2 

a — b . a — ß 

^ sm — - — sm — — ^ 

Zur Berechnung von c und y können dann die Formeln von Delambre 
benutzt werden. 

Wenn z. B. a, ß imd c gegeben, so entspricht der Berechnung von 
a, h und y folgende Anordnung, welche derjenigen im IE. Teil § 44, 3e 
nachgebildet ist: 
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L 

n. 
m. 



lg sin - 
oc — ß 



lg cos 



1 . «— /? 
lg sin —g-^ 



IV = (I + n). lg sin 



a + b 



2-«"^ 2 



V = (I + m). lgcos|-.sin^ 



VI. 



VII = (IV— VI). 



, . a4-h 
lg sm —j- 

Ig sin T 



lg cos - 
lg cos — ^ 
lg sin —f^ 




4. Es seien zwei Seiten a und 6 
gegeben und der Gegenwinkel der 
ersteren a. Die Formel IV 



sin /3 = sin a 



8in& 
sin a 



1 a + b 

lg cos — ^ 

lg sin |- 



4'. Es seien zwei Winkel a und ß 
und die Gegenseite des ersteren a 
gegeben. Die Formel IV 



Igtg-^ 



Igtg 



a — b 



sin 6 



smo; 



sin/? 
sinof 



ergiebt im allgemeinen zwei Winkel^ die einander zu 2Ü ergänzen. 



Die Seite c ist unmittelbar aus 
der Gleichung 

cos a = cos a sin 6 sine + ^^s h cos c 



Der Winkel y ist unmittelbar 
aus der Gleichung 

cos a = cosa sin/3 siny — cos j8 cosy 



nach der im 11. Teil § 41, 3 c erläuterten Weise zu berechnen. 

Zusatz. Aus den Neper'schen Analogien folgen ebenfalls die übrigen 
Stücke, wenn eines berechnet ist. 

Da in den umgeformten Gleichungen von Delambre: 



. a — ß 

sm — —- 



cos 



cos 



cc+ß 



sm 



a 



. c 

sm —■ 

2 



cos 



a + & 



• 7 
sm -l- 

2 

c 
cos — 
2 



2 2 2 

die rechten Seiten stets positiv sind, so entsprechen einander die Werte: 

a^ß und a^b, a + /3 = 2Jß und a + 6 ^ 222 . 

Diese Beziehimgen sind bei Bestimmung der fraglichen Gröfsen wohl 
zu berücksichtigen. 



IL Absclinitt. 

Ähnliclie Abbildung und kSrperliebe Ck^bilde. 

Viertes Kapitel. 

Farallelbestrahlung, Bestrablnng paralleler Ebenen von einem Funkt 

und die entsprechenden Körperformen. 

§ 18. Abbildung durch parallele Bestrahlung. 

1. Aus der Gleichheit der Parallelstrahlstreckeu zwischen paral- 
lelen Ebenen ergiebt sich (gemäfs S. 9^ l): 

a) ParaUek Strahlen durch die Punkte einer d)enen Figur be- 
stimmen auf einer paraMden Ebene ein Bild, das mit der Figur durch 
Verschiebung längs einer Strahlstrecke zu/r Deckung gebracht werden kann. 

Für diese Abbildung gilt: 



b') Dem Schnittpunkt zweier 
Geraden der einen Figur entwicht 
im Bild der Schnittpunkt der Bilder 
dieser Geraden. Beide Punkte liegen 
auf einem Parallelstrahl. 

Dieser Strahl ist nämlich die 
Schnittgerade der Parallelstrahlen- 
Ebene durch beide Geradenpaare. 



b) Der Verbindungsgeraden 
zweier Punkte der einen Figur ent- 
spricht im Bild die Verbindungs- 
gerade der Bilder dieser Punkte- 
Beide Geraden sind parallel. 

Sie sind nämlich die Schnitt- 
geraden beider Ebenen mit 
der Parallelstrahlen-Ebene beider 
Punktpaare. | 

c) Zwei deckungsfähige ebene Figuren liegen paraMd bestrahlt 
(perspektiv kongruent) auf zwei parallelen Ebenen, wenn zwei Halb- 
strählen eines Punktes der einen Figur mit den entsprechenden HaJh- 
strahlen der andern Figur gleichgerichtet parallel sind. 

Die gleiche und gleichgerichtete Lage zweier Figuren einer 
einzigen Ebene (1 § 21) kann als besonderer FaU hiervon aufgefaßt 
werden, nämlich als die Grenzlage zweier unbeschränkt nahe gerückten 
parallelen Ebenen. 

2, Die Abbildung einer ebenen Figur durch parallele Bestrahlung 
auf einer nicht paraUelen Ebene unterscheidet sich von der auf einer paral- 
lelen Ebene dadurch, dafs die entsprechenden Geraden nicht parallel sind, 
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sondern sich auf einer Geraden, der sog. Bildaxe, schneiden, nämlich auf 
der Schnittgeraden der Ebenen der Vorlage und des Bildes. Es 
folgt dies daraus, dafs eine Gerade, ihr Bild und die Bildaxe die drei 
Schnittgeraden dreier Ebenen sind, nämlich der Strahlenebene, der Vor- 
lage- und der Bildebene. (Weiteres bei den Aufgaben.) 

Dieser Art der Abbüdung entspricht eine Abbüdung in einer einzigen 
Ebene unter der Bedingung, dafs die Strahlen parallel sind und dafs eine 
Gerade ihr Bild in einer bestinmiten Geraden schneidet. Man nennt diese 
Art der Abbildung affin oder verwandt (11 § 3, 5). 

3. Werden zwei vollkommen übereinstimmende räumliche Gebilde 
so aufgestellt, dafs ein Halbstrahl imd eine Halbebene desselben in dem 
einen Gebilde gleichgerichtet parallel zu denen des andern Gebildes sind und 
dafs die^ entsprechenden anschliefsenden Ebenenwinkel gleichwendig sind, 
so bringt die Verschiebung um die Strecke beider Strahlpunkte das eine 
Grebilde auf das andere. Es kann das eine körperliche Gebilde als eine 
NachhUdtmg des andern aufgefafst werden, die man dadurch erhält, dafs 
man durch alle Punkte des ersteren Gebildes parallele und gleiche Strahl- 
strecken zieht, deren Endpunkte das mit ersterem gleiche imd gleichgerichtete 
(perspektiv kongruente) räumliche Oehüde bestimmen. 



§ 19. Prisma nnd Cylinder. 

1. Die F^che eines necks und die ihres parallel bestrahlten 
Bildes auf einer parallelen Ebene schliefsen mit den Strahlenebenen 
einen körperlichen Raum ein, der als n-kantige Säule oder n-kan- 
tiges Prisma bezeichnet wird. Die Flächen der Vielecke heifsen 
Grundflächen (oder Grundfläche und Deckfläche), die Strahlstrecken 
der Ecken Seitenkanten und die 
ebenen Parallelstreifen zwischen 
ihnen Seitenflächen. 

Die Gesamtheit der Seiten- 
flächen wird Mantel des Prismas 
genannt. Die Grundflächen und 
der Mantel bilden zusanmien die 
Oberfläche des Prismas. Der 
Abstand der Grundflächen heifst 
Höhe des Prismas. 

Aus der Entstehungsart folgt: 

a) Die Grundflächen eines Prismas und jede mit ihnen parallele 
Schnittfläche summen vollkommen überein. 

V) Die Seitenflächen eines Prismas sind Parallelogramme; ebenso 
ist jede Schnittfläche parallel einer Seitenkante ein Parallelogramm. 

Das Prisma heifst ein gerades oder schiefes, jenachdem die 
Seitenkanten auf der Ghrundfläche senkrecht stehen oder nicht. Im 




Fig. 43. 
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ersteren sind die Seitenflächen Rechtecke. Die Schnittebene ^ die in 
einem schiefen Prisma senkrecht auf den Seitenkanten ist, heifst 
Querschnitt. 

Das gerade Prisma heilst regelmäfsig^ wenn seine Grundflächen 
regelmäfsige Vielecke sinA 

Haben die Grundflächen je einen Mittelpunkt^ so heilst die Yer- 
bindungsgerade der Mittelpunkte Axe des Prismas. 

Ist die Grundfläche eines Prismas ein Parallelogramm, so ist der 
Körper von drei Paaren paarweise übereinstimmender Parallelogramme 
begrenzt und wird Parallelflach (Parallelepipedon) genannt; 
jede Fläche desselben kann als Grundfläche aufgefafst werden. Sind 
drei an einer Ecke desselben zusammenstofsende Kanten senkrecht 
zu einander, so heilst es ein Quader, und sind zugleich diese drei 
Kanten einander gleich, so heilst es Würfel; dieser ist von sechs 
Quadraten begrenzt. Sind die drei Kanten einer Ecke an einem 
schiefen Parallelflach einander gleich und ebenso deren Winkel, so 
heifst der Körper Rautenflach oder Rhomboeder. 

2. Wenn eine krumme Linie von Parallelen bestrahlt wird, so 
bildet die Gesamtheit der Strahlen eine cylindrische Fläche (Fig. 43). 
Wir verstehen hier jedoch immer nur eine solche Fläche unter diesem 
Namen, deren Leitlinie ein Ki-eis ist. Wird die cylin- 
drische Fläche von zwei parallelen Ebenen begrenzt, 
so heifst der von diesen Flächen eingeschlossene Raum 
Cylinder oder Rundsäule (Walze). Wie der Kreis 
als Grenzfigur eines Vielecks, so kann der Cylinder 
als besondere Art einer w- kantigen Säule betrachtet 
werden. Daher gilt von ihm, was oben vom Prisma 
ausgesagt wurde. Statt der Seitenkanten hat der 
Cylinder Seitengeraden. 

Im geraden Cylinder ist die Grundfläche ein 
Kreis und die Seitengerade senkrecht zu ihr; der 
Mantel des geraden Cylinders ist ein Teil der Fläche eines Um- 
drehungscylinders. Im schiefen Cylinder ist die Seitengerade gegen 
die Grundfläche geneigt. Wird ein Umdrehungscylinder von zwei zu 
den Seitengeraden geneigten, parallelen Ebenen begrenzt, so entsteht 
ein schiefer Cylinder mit kreisförmigem Querschnitt und 
elliptischen Grundflächen. 

Axe des Cylinders heifst die durch den Mittelpunkt des Klreises 
parallel zu den Seitengeraden gezogene Gerade; eine durch die Axe 
gelegte Ebene heifst Axenschnitt, und wenn sie senkrecht zur 
Grundfläche ist, heifst sie Hauptaxenschjaitt. 

3. Die Rechtecke, die den Mantel einies geraden Prismas 
bilden, lassen sich in eine Ebene so abwickeln, dafs sie zusammen 
ein einziges Rechteck bilden. Das gleiche gilt von dem Mantel des 




Fig. 43. 



§ 19. rV. Kap. ÄhnKche Abbildung nnd Flächen der Körper. 47 

geraden Gylinders^ da er als besonderer Fall des geraden Prismas 
aufzufassen ist. Der Umfang der Grundfläche bildet die eine Seite 
des Rechtecks, die Seitenkante oder Seitenstrecke die zweite Seite. 
Daher gilt für den Flächeninhalt dieses Mantels: 

Der Mantel eines geraden Prismas oder Cylinders ist gleich dem 
Produkt aus dem Umfang der Grundfläche und einer Seitenkante oder 
Seitenstrecke. 

Zusatz: a) Ist a die Gtrundkante einer regelmäfsigen n-kantigen 
Säule und s die Seitenkante, so ist die gesamte Oberfläche derselben 

= «a[s + fctg?^]. 

b) Die Oberfläche eines Quaders, dessen Kanten a, b, c sind, ist 
2 (ah + «c + i!^c); die des Würfels mit der Kante a ist 6a\ 

c) Der Mantel eines geraden Cylinders ist = 2 ütrs (wenn 
der Halbmesser r und die Seitenstrecke 5), die Oberfläche 2^r(r-\-s). 

d) Wird von dem Cylinder durch eine der Axe parallele Ebene 
ein Abschnitt weggenommen, dessen Grundfläche ein Kreisabschnitt 
mit der Sehne a ist, so ist die Oberfläche dieses Gylinderabschnittes 

as + sr arc /3 + ^* (^^ ß — sin j3), wobei sin |- = — • 

4, In einem schiefen Prisma oder schiefen Cylinder ist 
ein Querschnitt^^i zugleich der Grundrifs der Grundfläche f auf der 
Ebene des Querschnitts. Bilden beide Ebenen den Winkel a, so 

ist f^ = /•cos a, also f= ^ (S. 13, 7). 

Ist der Querschnitt ein Kreis mit dem Halbmesser &, die Grundfläche 
eine Ellipse, in welcher der zur Schnittgeraden beider Ebenen senk- 
rechte Axenschnitt die EUipsenaxe 2 a ergiebt, 
so ist 2b = 2a cos a und die Fläche s der Mf/^ZZ^ 

Ellipse: e = ^ — = icab. Nun ist auch 26 mN^- / 

cos OL /^^^^^-^^mtih^ 
gleich der auf der Mitte der Hauptaxe senk- r"/ ^^^'^m^ttttfhC^^ 
rechten Sehne der Ellipse, da diese der \ /"'^7'\ / ^^WM Lk 
Querschnittfläche parallel ist; a und b heifsen / — -^ ^^ m 
die Halbaxen der Ellipse. Daher folgt: ^ — ^ 

Der Flächeninhalt einer Ellipse ist gleich ^*«- ** 

dem Produkt von ar und den beiden Halbaxen. 

6, Wird der Mantel eines schiefen Prismas abgewickelt, so 
werden die Seiten eines Querschnitts Wj, n^, Wj, ... zusammen auf 
eine Gerade fallen, da sie senkrecht zu den untereinander parallelen 
Seitengeraden sind. Die Seitenflächen sind dann Parallelogramme, 
die in einer Seite s übereinstimmen, während die zu diesen Seiten 
gehörigen Höhen n^, n^, n^^ . . . sind. Daher ist der Mantel 

5 (wj + Wj, -f W3 H ). 
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Hiermit ist bewiesen: 

Der Mantd eines schiefen Prismas oder Cylinders ist gleich dem 
Produkt des Umfangs eines Querschnitts mit 
einer Seitenkcmte oder Seitensirecke. 

Zusatz, a) Ist der Querschnitt ein 
regelmäfsiges neck mit der Seite a, ist die 
Seitenkante s und ist der Winkel der Grund- 
fläche mit dem Querschnitt a^ so ist die 

Oberfläche wa • fs + • cotc — 1 • 

L ' 2 C08 a ^ n A 

b) Ist der Querschnitt eines schiefen 
Cylinders ein Ereis mit dem Halbmesser hy 
ist s die Seitengerade und a die grofse 
Halbaxe der Grundfläche^ so ist die Ober- 
fläche = 2 ä6 (a + s). 

6. Die Fläche eines necks oder Kreises und die des parallel 
bestrahlten Bildes auf einer nicht parallelen Ebene schlielsen mit 
den Strahlenebenen einen körperlichen Baum ein^ der ein schief- 
abgeschnittenes Prisma oder ein schiefabgeschnittener Gy- 
linder genannt wird. 

Es sei das Vieleck ein 2 n eck mit einem Mittelpunl^^ die Seiten 
eines Querschnitts seien «i, a2, • • • a«, ai, Og, • • • an^^ind die Seiten- 
kanten seien 5i, s», • • • 5«, 5^+1; «n + a, • • • «a«. 
Dann ist der Mantel zusammengesetzt aus 2n Tra- 
pezen, bei denen die Summe der Flächen zweier 
gegenüberliegenden den Wert ergiebt: 



Fig. 45. 



ai'^^^+a /- + - + ^- + ^ 




= ^ [«1 + 5n + l + «2 + Sn + %\ 



Nun ist aber 



die Axe m Mittelparallele zu den Gegenseiten s^ 
und 5n+i; «2 und ««-fs, somit 5i-f- Sn^i= 2m 
= 52+ ^n + 25 daher ist der Inhalt beider Trapeze 






a 




'H*f 



Fig. 46. 



-^ . 4m = 2a,m. Ebenso folgt für ein zweites 

Paar gegenüberliegender Trapeze 2(i^m u. s. w., 

daher ist der Mantel (2 ai -]- 2 aa + • • • + 2 an)m = u - m, wenn 

mit u der umfang des Querschnitts bezeichnet wird. D. h.: 

Der Ma/ntd eines schiefabgeschnittenen Prismas mit einer Axe oder 
der Mcmtel eines solchen Cylinders ist gleich dem Produkt seiner Axe 
und des Querschnittumfangs, 
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§ 20. Ähnliche Ahbildnng durch Bestrahlnng von einem Pnnkt. 

1. a) Wenn eine ebene Figur von einem Punkt cms bestrahlt wird, 
so bestimmen die Strahlen oMf einer parallelen Ebene eine ähnliche Figur. 

Es gilt nämlich für diese Figuren (entsprechend 11 § 3, 4 a und 
§ 12, 2): 

b) Jeder Geraden der einen Figur entspricht als Bild eine parallele 
Gerade der andern Figur] beide Geraden sind die Schnittgeraden 
ihrer Strahlenebene mit der Ebene der Vorlage und des Bildes. 

c) Beide Figuren stimmen in den entsprechenden Winkeln und im 
Verhältnis entsprechender Sirecken üherein — das erstere folgt aus b); 
das Verhältnis der Strecken ist gleich dem der Strahlstrecken, da 
sich hier Zweistrahl an Zweistrahl reiht. 

Der Strahlpunkt heifst auch hier Ahnlichkeitspunkt. 
Wie für die paraUele Bestrahlung (S. 44) gut auch hier: 



d) Der Verbindungsgeraden 
zweier Punkte der einen Figur ent- 
spricht als Büd die Verbindungs- 
gerade der Bilder dieser Punkte; 
beide Geraden sind parallel. 



d') Bern Schnittpwnkt zweier 
Geraden der einen Figur entspricht 
als Bild der Schnittpunkt der Bilder 
dieser Geraden; beide Punkte liegen 
auf einem Ähnlichkeitsstrahl. 



2, Zwei ähnlich liegende Figuren einer Ebene (11 § 3, 4 a und 
3. Kap.) können als ein besonderer Fall der bestrahlten Lage auf zwei 
parallelen Ebenen aufgefafst werden. 

Letztere Lage geht nämlich in erstere über, indem die eine Ebene 
der andern unbeschränkt näher rückt. Daher stinmien auch die Sätze 
über die beiden Arten der Lage überein. Die Beweise für den allgemeinen 
Fall sind hierbei oft anschaulicher als für den besonderen, z. B.: 

Zwei Dreiecke^ deren Seiten paarweise parallel sind, liegen von einem 
Pvmkt bestrahlt, d. h. wenn die Seiten von ABC (Fig. 47 a) der Eeihe 





Fig. 47 a. 



Fig. 47 b. 



nach parallel den Seiten von A^B^C^ sind, so müssen einander die Ge- 
raden -4w4i, J?J?i, CC^ in einem Punkt schneiden; denn die drei Ebenen 

Henrici u. Treutlein, Elementargeometrie m. 2. Aufl. 4 
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ABÄ^B^^ BCB^C^j CÄC^Äj^ schneiden einander in diesen Geraden, und 
die Schnittgeraden dreier Ebenen gehen durch einen Punkt. Dafs dieser 
Satz nun auch fOr den Fall, da beide Dreiecke in einer Ebene liegen 
(Fig. 47b), seine Geltung behalt, folgt daraus, dafs man diesen Fall als 
Grenzlage auffassen kann, die sich von dem Fall zweier unbeschränkt 
nahe gerückten parallelen Ebenen nicht unterscheiden läfst. 

3, Man unterscheidet je nach der Lage des Ä.- Punktes aufser oder 
zwischen den entsprechenden Gebilden einen äufseren oder inneren Ahn- 
lichkeitspunkt. Bei jenem sind entsprechende Halbstrahlen gleich- 
gerichtet, bei 

diesem gegen- 
gerichtet. 

Zeichnet man 
noch bei einem 
inneren A.-Pkt. 
zweier ebenen 
Figuren zu der 
einen die gegen- 
gesetzte Figur 
zum A.- Punkt 
als Mittelpunkt, 
so ist diese Figur 
deckungsfähig 
mit jener (§ 6, Id), und der Ä.- Punkt ist ein äufserer geworden. 

Zwei ebene cffmliche Figuren Mrmen sowohl so gdegt werden, dafs sie 
einen äufseren Ä,-Pimkt haben, als auch so, dafs sie einen inneren haben, 

4. Zwei körperliche Gebilde hdfsen ähnlich und ähnlich liegend, wenn 
ihre Punkte paarweise auf je einem Strahl eines Strählpunktes liegen und 
die Strählstrecken je zweier solcher Punktpaare in dem gleichen unveränder- 
lichen Verhältnis stehen. 

Es ergiebt sich hieraus sofort: 

a) In ähnlich liegenden Gebilden entspricht jeder Geraden und Ebene eme 
parallele Gerade und 
Ebene. Entsprechende 
Geraden- und Ebenenr 
Winkel sind einander 
gleich. Entsprechende 
Strecken stehen in 
gleichem Verhältnis, 
dem Verhältnis der 
Strählstrecken, 

b) Bei äufserem Ä,-PunM sind die entsprechenden HälbstrMen und 
Halbebenen gleichgerichtet parallel, die Dreikante deckungsfähig, die Gebilde 
gleichwendig ähnlich. Bei innerem Ä.-Ptmkt sind die Hälbstrählen u/nd Halb- 




Fig. 49. 
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ebenen gegengerichtet parallel, die Dreikante gegenwendig gleich, die Gebilde 
gegenwendig ähnlich. 

Dem ersten Fall entspricht die gleichgerichtete Lage deckungsfähiger 
Gebilde (§ 18, 3), wenn nämlich der Strahlpunkt in unendliche Ent- 
fernung binausrückt. Dem letzteren Fall entspricht die gegengesetzte 
Lage in Bezug auf einen Punkt, indem der Strahlpunkt zum Mittelpunkt 
wird (§ 6). 

Yergleiche eine grofse rechte und kleine linke Hand. 

6. Für die bestrahlte Lage dreier räumlichen Gebilde ergiebt sich 
(vgl. n § 12, 6): 

Wenn zwei Gebüde von einem dritten ähnlich bestrahlt werden, so 
Uegen sie auch mder sich ähnlich^ wnd die drei Ähnlichkeitspimlcte liegen 
auf einer Geraden. 

Ist nämlich ABC . . . a, t Ä^Bj^C^ ... zu Ä^ als Ä.- Punkt und 
ABC . . . ä. t. Ä^B^C^ . . . zu /Sg als Ä.- Punkt, so liegen A^B^ und 
J-gJ^g in einer Ebene, da sie beide parallel AB und somit unter sich 
parallel sind. Diese Ebene schneidet die Ebenen AA^A^ und BB^B^ in 
den Geraden A^^A^ und B^B^y 
während von letzteren beiden 
Ebenen S^S^ die Schnittgerade 
ist, da AAj^ und BB^ einander 
in Ä'i, AA^ und BB^ in S^ 
schneiden. Alle drei Schnitt- 
geraden /S^Äg, J-i J^, -Bi-Bg gehen 
durch einen Punkt 8. Aus den- 
selben Gründen mufs C^Cg, ... 
durch den Schnittpunkt S von 
A^A^ und S^S^ gehen. Das 
Streckenverbältnis der Strahlen 
bleibt hierbei stets gleich 
SAj^ : 8A^ . 

Sind die Ä.-Pimkte von ABC mit den beiden andern Gebilden 

liTinni.n I » s^ sind letztere beide p j. [ zu ersterem und somit 

imnere J l gegenwendig J 

unter sich gleichwendig und haben einen äufseren Ä.- Punkt: ist der eine 

A.- Punkt zwischen ABC und den beiden andern Gebüden ein äufserer, 

der andere ein innerer, so sind diese gegenwendig imd haben unter sich 

einen inneren Ä.- Punkt. Es sind also entweder drei äufsere oder ein 

äufserer und zwei innere Ä.- Punkte vorhanden. 




Fig. 50. 



§ 21. Pyramide und KegeL 

!• Wenn ein Vieleck von einem Punkt aus bestrahlt wird, so 
schliefsen die Ebenenteüe der Strahlen mit der Ebene des Vielecks 
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Fig. 51 a. u. Fig. 61 b. 



einen körperlichen Raum ein^ den man Pyramide nennt. Der Strahl- 
punkt heilst die Spitze der Pyramide, die Ebene des Vielecks heifst 
Grundfläche, ihre Seiten Grundkanten; die Strahlenflächen, 
welche Dreiecke bilden, heifsen Seitenflächen, die übrigen Kanten 
Seitenkanten, die Gesamt- 
heit der Seitenflächen Mantel, 
der Abstand der Spitze von 
der Grundfläche Höhe. 

Hat die Grundfläche einen 
Mittelpunkt (der Ecken oder 
Seiten), so heifst die Gerade 
von der Spitze nach diesem 
Punkt Axe, eine Ebene durch 
die Axe Axenschnitt und 
insbesondere der Axenschnitt, 

der zugleich die Höhe enthält, Hauptaxenschnitt. Ist die Axe 
selbst senkrecht zur Grundfläche, so heifst die Pyramide gerade. 

Ist die Grundfläche ein regelmäfsiges Vieleck und die Spitze 
senkrecht über der Mitte der Grundfläche, so heifst die Pyramide 
regelmäfsig. Die Seitenflächen derselben sind gleichschenkelige 
Dreiecke (S. 12, 4). Aus der Übereinstimmung der Kantenwinkel an 
je zwei Ecken der Grundkanten folgt die Übereinstimmung der Ecken; 
daraus folgt: 

In einer regelmäßigen Pyramide bilden alle Seitenflächen und ebenso 
aUe Seitenhmt&n die gleichen Winkel mit der Grundfläche, 

Eine Pyramide, deren Grundfläche ein Dreieck ist, heifst Vier- 
flach oder Tetraeder; sie wird von vier Dreiecken begrenzt, und 
es kann jede Fläche als Grundfläche angenommen werden. Ist jede 





Fig. 52 a. 



Fig. 52 b. 



derselben ein regelmäfsiges Dreieck, so ist der Körper ein regel 
mäfsiges Vierflach. 
2. Aus § 20 folgt: 
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In einer Pyramide ist jede zw Grundfläche pa/räUele Schnittfläche 
a. I. mit dieser zur Spitze als Ä,- Punkt Beide Flächen verhalten sich 
zu eincmder wie die Quadrate ihrer Abstände von der Spitze. 

Das letztere folgt aus der iJbereinstimmung der Seitenverhält- 
nisse mit dem der Strahlen von der Spitze und aus dem Lehrsatz 
vom Verhältnis ähnlicher Flächen (11 § 26, 6). 

Wird eine Pyramide von einer zur Grundfläche parallelen Ebene 
durchschnitten (Fig. 52), so heifst der Teil des Raumes, der zwischen 
beiden parallelen Ebenen liegt, ein Pyramidenstumpf; der Abstand 
der parallelen Flächen heifst seine Höhe. Bei einem Pyramidenstumpf 
sind die Seitenflächen Trapeze, bei einem regelmäfsigen Pyramiden- 
stumpf gleichschenkelige Trapeze. 

3. Wenn ein Kreis von einem Punkt aus bestrahlt wird, so 
bildet die Gesamtheit der Strahlen eine Kegelfläche. Der Baum, 
der von dieser und der Kreis- 
ebene eingeschlossen wird, heifst 
ein Kegel (Conus). Die Strahlen 
heifsen Seitengeraden des 
Kegels. Da der Kreis als Grenz- 
figur regelmäfsiger Vielecke auf- 
gefafst werden kann, so gilt für 
den Kegel das, was oben von 
der Pyramide ausgesagt wurde. 
Der Kegel heifst gerade, wenn 
der Strahlpunkt oder die Spitze 
senkrecht über dem Mittelpunkt 

der Grundfläche liegt; die Kegelfläche ist dann die eines Um- 
drehungskegels. 

Der zwischeh zwei parallele Ebenen fallende Teil des Kegels 
heifst Kegelstumpf. 

4. Wird der Mantel einer regelmäfsigen n-seitigen Pyramide in 
eine Ebene abgewickelt (Fig. 52 b), so entstehen n gleichschenkelige, 
übereinstimmende Dreiecke, deren Grundkanten einander gleich sind. 
Ist h die Höhe eines dieser Dreiecke zur Grundkante a, so ist sein 





Fig. 58 a. 



Fig. 53 b. 



ah 



nah 



na 



Flächeninhalt ^ , und die ganze Mantelfläche ist = ^^ = '-^ -h. 

Daraus folgt: 

Der Mantel einer regelmäfsigen Pyramide oder eines geraden Kegels 
ist gleich dem Produkt des haJhen Umfanges seiner Grundfläche mit der 
Hohe eines Seitendreiecks oder einer Seitensirecke. 

Für den Kegel folgt dies auch daraus, dafs der abgewickelte 
Mantel (Fig. 53 b) einen Kreisausschnitt bildet, dessen Halbmesser 
gleich der Seitenstrecke und dessen Bogen gleich dem Umfang der 
Grundfläche. 
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Zusatz, a) Hat eine regelmäfsige w-seitige Pyramide die Grund- 
kante a und die Seitenkante s^ so ist ihre Oberfläche: 



t[V^(I)*+t~'8^]- 



b) Hat ein gerader Kegel den Grundkreis-Halbmesser r und die 
Seitenstrecke s, so ist der Kegelmantel = :m*9. 

c) Hat der Kreisausschnitt, der von dem abgerollten Mantel 

gebildet wird, den Mittelpunktswinkel /3, so ist sein Bogen = s • arc /5 

= 2 %r^ somit ^ 

arc /3 = 23r« — = 2Äsina, 

wenn a der Winkel der Axe und der Seitengeraden des Kegels ist. — 
Wird z. B. eine Halbkreisfläche zu einem Kegel zusammengerollt, so 

ist JT = 2 Ä sin a, sin a = y » « = 30**. 

6. Sind in einem regelmäfsigen w-seitigen Pyramidenstumpf a^ 
und «2 ^i® Seiten der Grundflächen, 'p die Höhe eines Trapezes des 

Mantels, so ist der Inhalt eines solchen ' * • jp und der ganze 

Mantel n • ^ "L ^ • i> = ^ "T — — • ^, wobei wa^ und nd^ die Umfange 

der Grundflächen sind. Der Mantel des geraden Kegelstumpfs kann 
ebenfalls in sehr schmale Trapeze zerlegt werden. Statt der Seiten 
können auch die Mittelparallelen der Trapeze in Rechnung gezogen 
werden, welche zusammen den Umfang des Schnittes der Mittelparallel- 
ebene zu den Grundflächen bilden. 

Der Mantel eines regelmäfsigen Pyramidenstumpfes oder eines 
geraden Kegelstumpfes ist gleich dem Produkt der halben Summe der 
Umfange der Grundflächen (oder des Umfangs des Mittdparalldschnittes) 
mit der Höhe einer Seitenfläche, oder mit einer Seitenstrecke, 

Zusatz. Sind bei einem geraden Kegelstumpf iJ und r die 
Halbmesser der Grundflächen und ist s die Seitenstrecke, so ist der 
Mantel des Kegelstumpfs =:ir(B-|-r)«, oder, wenn q der Halb- 
messer des mittleren Schnittes ist, = 2jt^$. 

6. Während in einem Kegel die der Grundfläche nicht parallelen 
Schnittebenen als Schnittlinien die sog. Kegelschnitte ergeben, ist 
in einem schiefen Kegel stets noch eine Lage der Ebene vorhanden, 
in welcher der Schnitt wiederum ein Kreis ist. Um diese Lage kurz 
zu kennzeichnen, nennt man Wechselschnitt eine solche Schnittebene 
eines schiefen Kegels, die auf dem Hauptaxenschnitt senkrecht steht 
und ihn in einer Geraden schneidet, die mit der einen Seitengeraden 
des Hauptaxenschnittes denselben Winkel bildet, wie die Grundfläche 
mit der andern Seitengeraden. Dann gilt der Satz: 

Jeder Wechselschnitt eines schiefen Kegels ergid>t einen Kreis als 
Schnittlinie, 
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Sind nämlich SB^A und SA^B die beiden genannten Seiten- 
geraden, AB und A^B^ die Schnittgeraden der Grundfläche und des 
Wechselschnittes mit der Axenebene, sodafs ^ SAB = SA^B^, und 
legt man durch einen Punkt Y der fraglichen 
Schnittlinie eine Ebene parallel zur Grrund- 
fläche, welche die Seitengeraden SA und SB 
in J.2 und B^ treffe, so ist die Schnittlinie 
dieser Ebene mit dem Kegel ein Kreis (2); 
die Schnittgerade XY der zur Grundfläche 
parallelen Ebene und der Schnittebene ist senk- 
recht zur Ebene SAB (S. 8, 9b), somit XY 
senkrecht zu A^B^ und J^jBg. Die zum Durch- ji 
messer A^B^ senkrechte Halbsehne XY giebt 
(nach II § 10, ib) die Gleichung . 




Fig. 64. 



^2 



XY' = A^X ' XB, = A^X ' XB,', 



das letztere folgt daraus, dafs A A^XB^^^ A^XB^ ist. Daher ist 
jeder Punkt Y der Schnittlinie ein Punkt des um A^B^ als Durch- 
messer beschriebenen Kreises. 




§ 22. Kngelfläclie und andere ümdreliiingsfläclien. 

1. Eine Ebene teilt eine Kugelfläche in zwei Teile, deren jeder 
Kugelhaube genannt wird. Der durch die Haube und die Schnitt- 
ebene begrenzte Körper heifst Kugelabschnitt oder Segment. 
Unter der Höhe der Haube oder des Kugel- 
abschnittes versteht man die senkrechte Strecke 
von dem Mittelpunkt der Grundfläche (d. i. des 
Schnittkreises) bis zur Haube. — Zwei parallele ■ 
Ebenen begrenzen auf der Kugelfläche einen 
zwischen ihnen liegenden Kugelgürtel oder eine 
Kugelzone; der entsprechende Körperteil der 
Kugel heifst Kugelschicht; der Abstand beider 
parallelen Ebenen oder Grundflächen heifst ihre Höhe. 

Wie die Kugel durch Drehung eines Halbkreises um einen 
Durchmesser entsteht, so erhält man eine sich an die Kugel an- 
schliefsende Umdrehungsfläche, wenn ein den Halbkreis berührender 
Geradenzug um denselben Durchmesser sich dreht. Letztere Fläche 
besteht alsdann aus Kegeln, Kegelstumpfen oder Cylindern, deren 
Mantelflächen sich um so mehr an die Kugel anschliefsen, je kleiner 
die Seiten derselben angenommen werden. Ist s^ eine Seite eines 
solchen Mantels von sehr geringer Höhe, q^ der Halbmesser des mittleren 
Schnittkreises, so ist der Mantel =27tQj^Si (S. 54, 5, Zusatz). Auch für 
den Fall, dafs der Kegel zu einem ebenen Kreis abgeflacht ist, gilt 



Fig. 55. 
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Fig. 66. 



diese Formel. Zieht man von einem Grenzpunkt von s^ die Höhe h^ 
des sehr schmalen Gürtels und den Eugelhalbmesser r nach dem 
Endpunkt des (nach dem Berührungspunkt von s gezogenen) Halb- 
messers Qif so entstehen zwischen s^ und ^^ einer- 
seits und r und q^ andererseits ähnliche Dreiecke, 
da die Seiten dieser Dreiecke paarweise zu ein- 
ander senkrecht sind; daher ist s^ : Ä^ = r : 9^ oder 
QiSi=rhi. Folglich ist die Fläche des schmalen 
Gürtels = 2 Ar • Äj ; für einen zweiten, dessen Höhe h^ , 
ist sie = 27cr ' h^ u. s. w., also für die Gesamtheit 
aller dieser Gürtel, d. h. für den ganzen Gürtel 

oder die Haube 27tr (Äj-}" ^»H ) = 2ycrh, wenn 

h die Höhe der Haube oder Gürtels ist. Somit ist 

die F18«he einer Haube oder eines Ottrtels z=zinrh. 

Der Flächeninhalt einer Haube oder eines Gürtds ist gleich dem 
Produkt des Umfangs eines HawptTcreises mit der Hohe, oder auch gleich 
dem Mantel eines Cylinders von gleicher Höhe, dessen, Halbmesser gleich 
dem Kugelhalbmesser ist 

Zusatz, a) Ist 5 die Sehne vom Umfang der Grundfläche einer 
Haube bis zum Endpunkt der Höhe, so ist s^ = 2rh, folglich die 
Oberfläche der Haube = jts^, d. i. gleich dem Inhalt eines Kreises, 
dessen Halbmesser s ist. 

b) Ist Q der Halbmesser der Grundfläche der Haube, so ist 
9^-f-Ä^ = s^, folglich der Inhalt der Haube == Jt (q^-\- ä'). 

2. Die gesamte Oberfläche der Eugel ist zusammengesetzt 
aus Hauben oder Gürteln, deren Gesamthöhe 2r ist-, daher ist 
= 2^r • 2r oder 

die Kugelo1i)erfläche = icitrK 

Die Oberfläche einer Kugel ist viermal so grofs als die Fläche 
eines HauptJcreises, 

3. Ein Ebenenwinkel, dessen Kante durch den Mittelpunkt geht, 
begrenzt auf der Kugeloberfläche ein Kugelzweieck. Der Ebenen winkel 
heifst Winkel des Kugelzweiecks; er ist zugleich der 

Winkel der Berührenden in den Schnittpunkten der 
beiden Hauptkreise, die das Zweieck begrenzen. Es 
ergiebt sich sofort, dafs zu gleichen Winkeln auch 
gleiche Kugelzweiecke einer Kugel gehören, woraus dann 
weiter folgt: 

Ein Kugelzweieck verhält sich mr Kugdoherfläche, 
wie sein Winkel zu 4B, 

Ist a der Winkel, so ist die Oberfläche Z 

arc a . 9 , 

—z 4t7tr^ oder ^ ^ , 

23r Z=2r^arca. 
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des Zweiecks: 



Z = 
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4. Drei Hauptkreise einer Kugel, die einander in den drei Punkten 
ABC und den Gegenpunkten Ä^B^C^ schneiden, bestimmen acht Kugel- 
dreiecke auf der Kugel, von welchen je zwei, z. B. ABC und A^B^C-^^, 
gegengesetzt sind. Diese beiden Dreiecke 
haben die gleiche Fläche '(S. 18, 7). 

Sind die Winkel des Kugeldreiecks bei 
Ay B^ C der Reihe nach a, j3, y, und nehmen 
wir dieses Dreieck mit je einem an einer 
Seite angrenzenden zusanmien zu einem 
Kugelzweieck, so folgt, wenn r der Kugel- 
halbmesser ist: 

ABC + BCA^ = 2rf arc a 
BCA + CAB^ = 2r« arc ß 
GAB + ABCi= 2r^ arc y. ^*« ^ 

Die Summe ergiebt — mit Berücksichtigung, dafs BC'A^= B^C^A 
und dafs ^^^ _^ ^^^^^ _^ ^^^^ _^ ^^^^ ^ 2^^2 

nämlich gleich der Halbkugel ist, — für die Oberfläche den Wert: 

2 ABC = 2r* [arc (« + /? + y) — Jc] 

A = r* arc (a + iJ + y — 2B). 

Der Inhalt eines Kugeldreiecks ist gleich dem Produkt des Hälbmesser- 
quadrates mit dem Arcus des Überschusses der Winkelsumme über 2B, 

6. Dreht sich irgend ein Geradenzug AB CD um eine Axe a, und 
sind die Mitten seiner Strecken der Reihe nach um 5^, s^^ s^ ... von der 
Axe entfernt, so ist die Umdrehungsfläche (S. 54, 6, 
Zusatz) = 

2ns^ ' AB + 2ns^ • BC + ^^h ' ÖD -{ 

= 2n {sj^- AB -\- s^ 'BC-\ ). 

Die Mechanik lehrt, dafs der Schwerpunkt des ^ 
schweren Geradenzugs AB CD . . . von der Axe um 
eine Strecke 5 entfernt ist, die bestimmt ist durch 
die Gleichung: 

8^ • AB + g, ■ BC + Sj^'CD + ' • 

s ' 



oder 
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AB + BC+ CD + 

Hiemach ist die Oberfläche: 

27ts (AB + BC-^CD-\ ). 

Da eine krumme Linie stets als aus unbeschränkt vielen und kleinen 
geradlinigen Elementen zusammengesetzt betrachtet werden kann, so folgt 
allgemein: 
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Der Inhalt einer Umdrehungsfläche ist gleich dem Produkt der Länge 
der Erzeugenden mit dem Weg, den ihr Schwerptmkt beschreibt 

Der Satz gilt auch für den Fall, dafs dieser Weg kein vollständiger 
Kreis ist. 



Fünftes Kapitel. 

Bauminhalt der Körper. 
§ 23. Gleiclilieit yon KSrperinhalten. 

1. Unter dem Rauminhalt (Kubikinhalt oder Volumen) 
eines Körpers versteht man die Gröfse des von seinen begrenzenden 
Flächen eingeschlossenen Raumes. Die Inhalte zweier Körper sind 
einander gleich, wenn entweder der eine im Ganzen den Raum des 
andern ausfüllen kann, oder wenn beide Körper aus Paaren solcher 
Teile bestehen, oder wenn sie die Unterschiede je zweier Körper von 
gleichem Rauminhalte sind. 

2. Wenn zwei gerade Prismen deckungsfähige Grundflächen und 
gleiche Höhen haben, so kann das eine Prisma genau in den Raum 
des andern gebracht werden. — Wenn für nicht deckungsfähige Grund- 
flächen die Gleichheit der Inhalte dieser Flächen nachgewiesen werden 
kann — indem auf die in § 44 und 45 des I. Teiles angegebene Weise 
die Grundflächen entweder als Summen deckungsfähiger Flächen oder 
als Unterschiede solcher Flächen erkannt werden, — so ergiebt sich, 
dafs gerade Prismen von gleicher Höhe, die auf diese Flächen gestellt 
werden, in gleicher Weise als Summen oder Unterschiede gleicher 
Körper inhaltsgleich sind. So folgt durch Aufsetzen gerader Prismen 
von gleicher Höhe auf die betr. Figuren, dafs solche gerade Prismen 
einander gleich sind, deren Grundflächen Parallelogramme von gleicher 
Grundseite und Höhe sind (Fig. 157 bis 160 des I. Teiles) oder (als 
Hälften der Parallelogramme, Fig. 161) Dreiecke von gleicher Grund- 
seite und Höhe (Fig. 162), und dafs jedes gerade dreiseitige Prisma 
in ein anderes inhaltgleiches verwandelt werden kann, wie die Grund- 
fläche in ein andres inhaltgleiches Dreieck (Fig. 178, 179, 181) und 
jedes w-seitige Prisma in ein dreiseitiges (Fig. 180). Daraus geht 
hervor: 

Gerade Prismen von gleicher Grundfläche und Hohe sind in- 
haltsgleich. 

3. Wenn ein schiefes Prisma GG^ durch einen Querschnitt S 
zerlegt wird, so bringt eine Verschiebung längs der Kante den Teil GS 
in die Lage G^Sy^ imd verwandelt damit das schiefe Prisma in ein 
raumgleiches, gerades SS^ von der gleichen Kantenlänge. Bei sehr 
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Bchiefem und kurzem Prisma sind zwei oder mehr 
Querscliuitte und Yeracliiebungen zu dieser Verwand- 
lung notwendig {vgl. I Teil, Fig. 159 u. 160). Mit 
Rücksicht auf 2 folgt liieraus: 

a) Schiefe Prionen mit gleichen Querschnitten 
und Kantenlängen sind ii^ltsgleich, nämlich gleich 
einem gerann Prisma, dessen Gnmdßäehe der Quer- 
schnitt und dessen Hohe die Kante ist. 

Insbesondere folgt hieraus: 

b) Ein PardUdflach wird dwrdi die Ebme 
zweier einando" paralleler Eckenlini^i der Grund- 
flächen in swei raumgleiche dreiseitige Prismen 




denn durch die Ebene wird der Querschnitt 
der beiden g^enwendig gleichen Körperteile in 
zwei flächengleiche Dreiecke zerlegt. '''s *"■ 

4. Errichtet man auf der Orundfläche G eines Farallelilaches G G^ 
ein zweites gerades Parallelflach GG^, so \äSeX sich in der Ebene G-^^G^ 
zu den Parallelogrammen ffj und Gj ein drittes ffg zeichnen durch die 
Verlängerungen der Seiten der 
ersten beiden. Das Prisma 
mit der Grundfläche AA^A^ 
und der Seitenkante AD wird 
durch Verschiebung längs der 
Strecke AB in den Raum 
des Prismas mit der Grund- 
fläche BB^Bi gebracht. Zieht 
man beide Prismen einzeln 
Ton dem Prisma mit der ■" ^^ 

Grundfläche AA^B^B ab, so 

bleibt Prisma GG^ = GG^. Auf gleiche Weise folgt aus der Deckungs- 
fähigkeit der dreiseitigen Prismen mit den Grundflächen AA^Ag und 
DD^ Z>3 , dafs Parallelflach GG^=GG^, somit GG^= GG^. Hieraus 
folgt wieder mit Rücksicht auf 2; 

Parallelflaehe von gleichen Grundflächen und gleichen Höhen sind 
raumgldch, nämlich gleich einem geraden Prisma von derselben Grund- 
fläche und Höhe. 

6. Hiemach haben auch schiefe dreiseitige Prismen von gleicher 
Grundfläche und Höhe den gleichen Rauminhalt, als Hälften von gleichen 
Parallelflachen (3 b), zu denen eich die Prismen ergänzen lassen. — 
Zerlegt man in irgend einem Prisma die Grundfläche in Dreiecke und 
legt durch deren Seiten Ebenen parallel zu den Seitenkanten, so wird 
das Prisma in dreiseitige Prismen zerlegt, deren jedes raumgleich ist 
mit dem geraden Prisma auf demselben Dreieck und mit derselben 
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Höhe; alle diese Prigmen bilden ein geradee Prisma, das den gleichen 
Rauminhalt wie das gegebene hat. 

Gerade und schiefe Prismen und CyUnder mit gleichen Grund- 
flächen und Höhen haben gleichen EaumgehaU. 

Der Cylinder kann nämlich als eine Art Prisma anfgetafst 
werden. 

0. Die Ergebnisse der Nummern 3 bis 5 lassen sich auch aui fol- 
gende Weise gewinnen. 

Gesetzt es lassen sich zwei Körper so zwischen zwei parallele Ebenen 
legen, dafs jede beliebige weitere parallele Ebene in dem einen Körper 
eine Schnittfläche von demselben 
Flächeninhalt wie in dem andern 
Körper giebt, und denken wir durch 
beide so gelegte Körper unzfthlig viele 
solche Ebenen gelegt und zwischen je 
zwei auf einander folgenden Ebenen 
auf und unter jede Schnittfläche ein 
gerades Prisma (oder Cylinder) er- 
richtet, so sind je zwei solche Prismen • 
der beiden Körper zu denselben p,g, ,2, 

Schnittflächen einander gleich, da sie 

gleiche Grundfläche und gleiche Höhe haben. Nehmen wir an, dafs 
von imten nach oben die Schnittflächen der Art kleiner werden, 
dafs der Gnmdrifs einer Fl&che auf der unmittelbar unter ihr liegenden 
Ebene ganz innerhalb der Scbnittlinie dieser Ebene falle, so ent- 
steht zwischen je zwei Schnittflächen zu der unteren ein Prisma, das 
gröfser, und zu der oberen eines, das kleiner ist als die Körperscbicht 
zwischen beiden Scbnittfläcben. Die Gesamtheit aller grSfseren Prismen 
hat bei beiden Körpern den gleichen Baumgehalt S^ und ebenso die Ge- 
samtheit aller kleineren Prismen S^, und die Inhalte beider Körper liegen 
zwischen diesen beiden Summen. Der Unterschied S^ — 1^ beider Summen 
von geraden Prismen wird aber um so kleiner, je näher die Schiebten 
aneinander rücken. (Er ist z. B. bei Pyramiden, in welchen der Gnmdrifs 
der Spitze innerhalb der Grundfläche liegt, gleich dem untersten Prisma.) 
Da dieser Unterschied unbeschränkt klein gemacht werden kann, so gilt 
für die zwischen beiden Summen liegenden Körperinhalte der wichtige 
Satz von Cavalieri (f 1647): 

a) Zwei Körper, die auf eine Grund(i>ene gestellt in jeder ihr 
parällden SehmUehtme Mwd. gleiche Sehnittflä^en ergeben, hc^en gleichen 
Jtamnit^dlt. 

Wenn die Beschränkung, unt«r der dieser Satz hier bewiesen wurde, 
wegfällt, so schrumpft doch beim Aneinanderrücken der Schnittflächen 
der Unterschied des einzelnen geraden Prismas und der Körperscbicht 
linienartig zusammen, während die Schicht flächenartig wird. Nun bilden 
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die Summen, der flächenartigen Schichten die Edrper; d^egen wBohst die 
Sutmne der linienartdgen unterschiede zu einem fläcbenartigeii Mantel an, ao 
daTs mit abnehmender Schichthöhe ihr Baumge- 
halt dem der Körper gegenüber verschwindet. 
Solche Cavalieri'sche £örper sind 
Cylinder und Prismen Ton gleicher Grund- 
fläche mid Höhe, da jede zur Grundfläche 
parallele Schnittfläche mit dieser überein- 
stimmt; d. h.: 

b) Prismen und CgUnder von gleicher 
Grundfläche und Sähe haben gleichen Inhalt. 

Femer sind solche Körper Pyramiden 
und Kegel, da hier die Schnittflächen sieh verhalten wie die Quadrate 
ihrer Abstände von der Spitze (S. 53, 2) und da diese Abstände bei gleicher 
Höhe der Körper für eine Schnittebene 
parallel der Grundfläche in beide 
einander gleich sind; somit gilt; 

c) Pyramiden und Kegel von glHäier 
Grundfläche und Böhe haben gleichen Inhalt. 

Zusatz. Auch Pyramiden und Kegel- 
stimipfe von gleicher Grundfläche und Höhe ^ig. a. 

sind CaTalieri'sche Körper. 

7. Zar Vei^leichung der Inhalte von Prismen und Pyramiden 
bietet die Zerlegung eines dreiseitigen Prismas ÄSCA^B^C^ in drei 
Pyramiden den Weg. Zeiclinet man auf den Seitenflächen den 
Geradenzng derEcken- ^ 
linien B^AC^B und 
legt durch je zwei 
auf einander folgende 

Eekenlinien eine 
Ebene, so wird das 
Prisma in drei Pyra- 
miden zerlegt. Zwei 
derselben Ci{ABC) 
und A(A^B,Cj) stimmen in der Grundfläche und Höhe mit dem 
Prisma (iberein, sind also inhaltsgleich. Nehmen wir C^ als Spitze 
der letzteren und auch als Spitze der dritten Pyramide Ci{ABBj), 
so folgt auch fOr diese die Gleichheit der Inhalte, da auch 
A AAiBi = ABBi ist Es ist also das Prisma in drei inhalts- 
gleiche dreiseitige Pyramiden zerl^t. Umgekehrt kann jede drei- 
seitige Pyramide zu einem dreiseitigen Prisma von gleicher Grand- 
fläche und Höhe er^nzt werden, welches den dreifachen Inhalt hat. 

Es folgt hieraus allgemein: 

a) Der Inhalt einer Pyramide oder eines Kegels ist der driUe 
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Teil des Inhalts eines Prismas oder Cylinders von gleicher Qrundfiäche 
und Hohe, 

Denn die Pyramide kann stets in dreiseitige Pyramiden zerlegt 
werden^ indem man die Grandfläche in Dreiecke zerlegt nnd von 
deren Seiten Ebenen nach der Spitze legt. Die Inhalte dieser drei- 
seitigen Pyramiden sind ein Drittel der Inhalte dreiseitiger Prismen 
von gleicher Grundfläche und Höhe; der Gesamtinhalt solcher drei- 
seitigen Prismen läfst sich aber zu einem einzigen Prisma von gleicher 
Grundfläche und Höhe vereinigen. 

Zugleich folgt auch hieraus mit Bücksicht auf 5: 
b) Pyramiden oder Kegd mit gleichen Grundflächen und Hohen 
haben den gleichen Rauminhalt 



§ 24. Inhalt von Prisma, Cylinder, Pyramide nnd Kegel. 

1. Als Mafs des Rauminhalts wird ein Würfel genommen, 
dessen Kante gleich der Längeneinheit ist. Hat die Kante eines Würfels 
a Längeneinheiten, so enthält die Grundfläche a* Flächeneinheiten, und 
man kann auf dieselbe a^ Würfeleinheiten setzen. In den ganzen 
Würfel gehen dann a solcher Schichten übereinander, also a^ 
Raumeinheiten. — Teilt man die Würfelkante in n gleiche Teile und 
nimmt zu diesem Teil als Kante den Würfel, so gehen n® solcher 

Würfelchen in die Würfeleinheit; eines derselben ist also -ö der Raum- 

einheit. 

2. Gesetzt es gehen auf die Grundfläche eines geraden Prismas 
g Flächeneinheiten, so kann man auf dieselbe g Raumeinheiten setzen, 
und wenn auf die Höhe h Längeneinheiten gehen, so kann man in 
das Prisma h solcher Schichten übereinander legen; also enthält das 
Prisma gh Raumeinheiten. — Ist die Grundfläche nicht in eine An- 
zahl ganzer Flächeneinheiten zerlegbar, so kann man sie in eine An- 
zahl kleinerer Quadrate zerlegen, deren Seite = — der Längeneinheit 
ist; der Rest, welcher hierbei am Umfang der Fläche möglicherweise 
übrig bleibt, ist um so kleiner, je kleiner — angenommen wird; es 

kann somit — so klein gedacht werden, dafs jeder mefsbare Rest ver- 
schwindet. Das Quadrat zu — der Längeneinheit ist dann — der 
Flächeneinheit; wenn p solcher Quadrate in die Grundfläche gehen, 
so ist deren Inhalt ^ = ^ , und es gehen auf die Grundfläche p Würfel, 

deren Kante — der Länffeneinheit und deren Inhalt -j der Raumein- 
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heit ist. Ist die Höhe des Prismas h = q- — , so gehen q solcher 
Schichten übereinander, somit q • p solcher Würfelchen in das ganze 
Prisma. Daher ist der Rauminhalt q - p -s==[q — ) ' [p ' —i) = f^9- 

Ein schiefes Prisma, das dieselbe Grundfläche g und Höhe h hat, 
hat auch denselben Inhalt. Ein Cylinder ist als besonderer Fall des 
Prismas aufzufassen. 

Indem man für die Vervielfachung der Mafszahlen von Strecken 
und Flächen die (nach Teil H § 1, 7) abgekürzte Ausdrucksweise ge- 
braucht, ergiebt sich für die abgeleitete Beziehung folgender Satz: 

Der Inhalt eines Prismas oder Cylinders ist gleich dem 
Produkt seiner Grundfläche und Höhe =gh. 

Zusatz. Der Inhalt eines Quaders, dessen an einer Ecke zu- 
sammenstofsende Kanten a, 6, c sind, ist afec; der Inhalt eines 
Würfels, dessen Kante a, ist a^. Der Inhalt eines Prismas von 
der Höhe A, dessen Ghrundfläche ein regelmäfsiges ^-Eck mit der 

Seite a ist, beträgt ~^t— cotg — ; hat ein Cylinder als Grundfläche 

einen Kreis mit dem Halbmesser r und ist seine Höhe = Ä, so ist der 
Inhalt des Cylinders = Jtr^h; ist die Grundfläche eine Ellipse mit 
den Halbaxen a und 6, so ist der Inhalt des Cylinders = jcaih. 

3. Aus 2 und S. 61, 7 folgt: 

Der Inhalt einer Pyramide oder eines Kegels ist ein Drittel 

des Produkts aus Grundfläche und Hohe = ^• 

Zusatz. Von einer w-seitigen regelmäfsigen Pyramide mit der 

Grundkante a und Höhe h ist der Inhalt = -^rr- cotg — ; femer ist 

12 ® n ' 

der Inhalt des Kegels = "^ • 

4. Der Inhalt eines Pyramiden- oder Kegelstumpfes (Fig. 52 
und 53) ist der Unterschied zweier von den Grundflächen begrenzten 
Pyramiden oder Kegel. Ist G der Inhalt der gröfseren Grundfläche, 
g der der kleineren und h der Abstand beider, während die kleinere 
um X von der Spitze entfernt sei, so ist der Inhalt des Stumpfes 

J_ "'* + "' _ e _ 1 [öi + (ff - j,)»]. Nun ut (S. 62, a): 

X iyG — YÖ) = ^ YÖ) woraus durch Vervielfachung mit ("j/ö -|- Y9) 
folgt: x{G — g) = h (yGg + g). Dies oben eingesetzt 

ergiebt: J=j[Gh'^h (YGg + ff)] od^r 

der Inhalt des Fyramidenstumpfes = ^ (g -f" Y^ + ff) • 
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und 



^ . o- . ^- anmdüSchen ifre«e, deren Halbmesser R 

Zusats. Sind die "^"** 

r, 80 ef^iebi sich als ^^^ r-Rii -R^i^ty 

6. Zur Berechnung des Inhalts eines schief abgeBchnittenen 
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dreiseitigen Prismaa ABCA,B,C„ dessen Kanten 
^^ .«= ö, ^J?i — «», 67C; = c seien, zerlegen wir es 
^rch eine Ebene von einer Ecke Ä nach der gegen- 
überliegenden Kante B^ C^ in eine vierseitige und in eine 
dreiseitige Pyramide. Die Spitze der ersteren ist in der 
JJcke A und die Grundfläche ist die gegenüberliegende 
Seitenfläche BCC^B^. Die Spitze der dreiseitigen Py- 
jtonide sei B^, ihre Grundfläche AA^C^. Im Quer- 
schnitt -4^ JB^C^ = -ü/ sei Äi die Höhe zu B^C^, h^ die zu 
C^A^- Die vierseitige Pyramide hat nun den Inhalt 

i+£.B^^.h^t±S.^^ die dreiseitige ^^5 

daher ist der Inhalt des Körpers F= • z^. 

Der Inhalt eines schief abgeschnittenen dreiseitigen Prismas ist 
gleich dem Produkt des Querschnitts mit dem Drittel der Summe der 
Seitenkanten. 

Zusatz. Ein Körper (Damm, Mulde), dessen Grundflächen zwei 
Rechtecke mit parallelen Seiten sind, a || a^, b\\ 6^, mit dem Abstand h 
beider Flächen, zerfällt durch eine Schnittebene, die durch parallele 
Kanten b und b^ gelegt wird, in zwei dreikantige Prismen; der Quer- 
schnitt J_ bbi giebt ein Trapez, das in zwei Dreiecke zerlegt wird 

~-, so dafs der Inhalt des Körpers: 
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^; 



ah 1 



ah 
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(2b + b,) + ^(2b,+ b) = ^la{2b^b,) + a,(b + 2h,)-], 

6. Sind «1, Sg • • • 5n, «n -f i, • • • Sg« (Fig. 46, S. 48) die Seitenkanten 
eines schief abgeschnittenen Prismas mit einer Axe, so wird der 
Körper mittels Ebenen von der Axe m nach den Seitenkanten in 
n Paare dreiseitiger Prismen zerlegt. Die Prismen an zwei gegen- 

gesetzten Seitenflächen ergeben zusammen den Inhalt ^^ • ^ g - 

= 2^i«m, wobei ^1 ^®^ Inhalt des Querschnitts von beiden drei- 
seitigen Pyramiden. Für ein zweites gegengesetztes Prismenpaar folgt 
ebenso 2^^ • w u. s. w. Da (2^^ -f- 2^^ + • • • 2^/«) = /*, dem Flächen- 
inhalt des Querschnitts ist, so ist der Gesamtinhalt = m * f. 

Der Inhalt eines schief abgeschnittenen Prismas mit Axe oder eines 
Cylinders ist gleich dem Produkt des Qu^erschnitts mit der Axe, 
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7. In zwei ähnlichen dreiseitigen Pyramiden, in welchen a^ 
und Og entsprechende Kanten sind, verhalten sich die entsprechenden 
Grundflächen wie a^^ : a^^ und die Höhen wie a^: a^, daher die In- 
halte wie a^' : ög^ Ähnliche Körper, welche von irgend welchen 
Ebenen begrenzt sind, lassen sich durch Schnittebenen in ähnliche 
dreiseitige Pyramiden zerlegen, deren ßaumverhältnis mit dem der 
dritten Potenzen entsprechender Kanten übereinstimmt. Daher folgt: 

Die Inhalte ähnlicher Körper verhalten sich wie die dritten Potenzen 
entsprechender Strecken. 



§ 25. Ranminhalt von Kngelteilen nnd anderen Umdrehnngskörpern. 

1. Eine Umdrehungskegelfläche, deren Spitze im Mittelpunkt 
der Kugel liegt, nimmt aus der Kugel einen Körper heraus, der 
Kugelausschnitt oder Kugelsector genannt wird. Denken wir 
uns auf die zugehörige Kugelhaube ein Netz von kleinen Drei- 
ecken gezeichnet und durch deren Seiten Ebenen nach dem Mittel- 
punkt gelegt, so kann ein sehr kleines Oberflächenteilchen als 
eben betrachtet werden und als Grundfläche einer Pyramide, deren 

Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt, deren Höhe also gleich dem 

Or 
Kugelhalbmesser r, deren Inhalt folglich =-3- ist. Die Summe aller 

dieser Pyramiden, deren Grundflächen die Haube bilden, ergiebt den 

Kugelausschnitt = — und da j?= 27crh ist, so ist 

der Kugelanssclinitt 8 = -^ — • 

In gleicher Weise folgt für den Inhalt der ganzen Kugel 
K= • — = 4jtr^ • -r- oder 

Inhalt der Kugel K=Y^r^=^, 

wenn d = 2r der Durchmesser ist. 

Zusatz. Für ein körperliches Zweieck, dessen Winkel a ist, 

2 

ergiebt sich der Inhalt ^ ^ * ^^ ^• 

2. Ein Kugelabschnitt oder Kugelsegment wird durch eine 
Ebene von der Kugel abgetrennt. Sein Inhalt ergiebt sich als Unter- 
schied des Ausschnitts und des auf der Schnittfläche stehenden Kegels, 

dessen Höhe = (r — h) ist. Somit ist 27 = Y^r^Ä ^(r — Ä), 

wobei Q^ = h(2r — h) zu der Formel führt: 

Inhalt des Eugelahschnittes S = -g- (Sr — h). 

Henrici u. Treutl ein y Elementargeometrie m. 2. Aufl. 5 
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Wird det Wert von r in (f mid h ausgedrückt; so folgt: 
Inhalt des Kugelabschnittes 2: « ^ (3(i' + '^') • 

3. Mittels des Satzes von Cavalieri lassen sich diese Formeln auf 
folgende Weise ableiten. 

Beschreiben wir um eine Eugel einen geraden Cylinder, dessen Mantel 
und Grundflächen die Eugel berühren, und heben aus diesem Cylinder einen 
Doppelkegel heraus, dessen Spitze in den Kugel- 
mittelpunkt fällt und dessen Grundflächen mit 
denen des Cylinders zusammenfallen, so bleibt 
ein Cavalierischer Eörper zur Eugel Übrig. 
Ist nämlich der Eugelhalbmesser r, und wird 
parallel zu den . Grundflächen eine Schnittebene 
gelegt im Abstand z vom Mittelpunkt, so schneidet 
diese aus der Eugel einen Ereis von der Fläche 
nQ^ = 7t(r^ — 0^ und aus dem Eörper einen 
Bing von der Fläche (jrr* — n/s^ = n(r^ — z^) ; 
denn auch der Halbmesser des Eegelschnitts 
ist gy weil die Seitengeraden des Eegels mit 

der Axe den Winkel -r- bilden. 

a) Der Inhalt der Eugel ist somit gleich dem des genannten Best- 
Eörpers oder K == jrr* • 2r — 2 jrr* • — oder 

wenn d der Durchmesser der Eugel. 

b) Der Inhalt eines Eugelabschnittes von der Höhe h stellt 
sich in dem zugehörigen Cavalierischen Eörper dar als der Unterschied 
eines Cylinders nr^h und eines Eegelstumpfes, dessen zwei Halbmesser r 
und (r — h) und dessen Höhe Ä. Daher ist: 
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^=^(3r-Ä). 



c) Der Inhalt eines Eugelausschnittes besteht aus einem 
Eugelabschnitt und einem Eegel, dessen Grundfläche mit der des Ab- 
schnitts und dessen Spitze mit dem Eugelmittelpunkt zusanmienfäUt. Der 
Inhalt ist: 



Ä»+2r*— 3rÄ+Ä«), 



8 = 



2ytr*h 
3 



d) Für eine Eugelschicht (Fig. 55), deren Grundflächen die 
Abstände x und y (^ > y) von dem Mittelpunkt haben, ergiebt sich 
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aus dem zwischen beide Flächen fallenden Teü des oben beschriebenen 
Körpers : 

- 2x^ — 2xy — 2y^) 



Z= ^r'h -"^ (x' + xy + 2/0 = ^ (6^' 



yeh 



= ^ [3(r«— x^) + 3 (r^—y^) + (x — y)^. Wenn nun h die Höhe, 
Q^ und Q^ die Halbmesser der Schnittflächen sind, so ist x — y = h^ 



X' 



Qi^ r^—y^=Qi^' 



Die Ausrechnung von Z liefert: 



n:h 



Inhalt der KngelscMclit ^ = ^ [3 (q^^ + q^^ + h^ . 

6* Dreht sich ein rechtwinkeliges Dreieck um eine Aze, welche mit 
einer Kathete a parallel ist und von den Ecken des Dreiecks die Ab- 
stände r^, r^ und r^ hat, so ist der Inhalt des ümdrehungskörpers 

X (^1* + ^1**« + ''a*) — ^»"i* • a = X (*"!'*« + ^2*— 2^1*) 

Nun ist — ^ 7^ * == 5 der Abstand des Schwerpunktes des Dreiecks von 

der Axe (IE. Teil, Aufg. H, ll), imd «(r^ — r^) = 2i ist der doppelte In- 
halt des Dreiecks ; daher der Bauminhalt == 2 ytsi. 
Irgend eine Fläche läfst sich in eben solche 
sehr kleine Dreiecke zerlegen, deren Inhalte i^, 
ij, • • • und Schwerpunktsabstände 5^, äj, • • • 
seien. Daher ist der Inhalt des ümdrehungs- 
körpers der Fläche: 2« (s^ii -(- «gtg + • • • •)• 
Der Schwerpunktsabstand s einer solchen Fläche 
i von der Axe ist durch die Gleichung bestimmt: 

Somit ist der Inhalt: 1= 27tsi, 

Der Inhalt emes ümdrehungskörpers ist gleich dem Produkt der 
erzeugenden Fläche mit dem Weg ihres Schwerpunktes. 

Dieser Satz und der entsprechende auf S. 57, 6 ftihren den Namen: 
„Guldin'sche Regeln" (1640). 
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Sechstes Kapitel. 

Die regelmäfsigen Körper. 

§ 26. Beziehnng zwiscben der Zahl der Ecken, Kanten nnd Flächen 

eines beliebigen Yielflachs. 

1. Unter einem /"-flach (Polyeder) versteht man einen Körper, der 
von f Ebenen begrenzt ist. Wir fassen im Folgenden nur solche /"flache 

6* 
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ins Auge, deren Oberfläche von einer Geraden jeweils nur in zwei Punkten 
geschnitten wird, die also keine einspringenden Ecken haben. 

um von einem solchen /* flache den Zusammenhang zwischen der 
ATi7.ft.h1 seiner Flächen, Ecken und Kanten zu bestimmen, bildet man den 
Grundrifs seiner Flächen auf einer Ebene. Der Umfang dieses Grund- 
risses ist ein Vieleck, yon welchem die Grundrisse desjenigen Teiles der 
Flächen, welcher der Grundrifsebene abgewandt ist, eingeschlossen sind 
und ebenso die Grundrisse des Teiles der Flächen, welcher der Grundrifs- 
ebene zugewandt ist. Hat das /'flach Je Kanten, so bilden die Grundrisse 
des ersten und des zweiten Teils zusammen f Vielecke, in denen die 
Anzahl der Winkel 2k ist, da jeder Grundrifs einer Kante zwei Viel- 
ecken angehört und jedes Vieleck ebensoviele Winkel als Kanten hat. 
Daher ist die Summe aller Winkel der Grundrisse der Flächen 

s = 2ÄJ . 2 JR — /*. 4 JR = (Ä; — /•) . 4i2; 

denn in jedem Vieleck von p Winkeln ist die Winkelsunmie p * 2B — 4i2 
(I § 14, 5). 

Hat das /'flach e Ecken, so bildet sich eine Anzahl e^ von ihnen als 
Ecken des Umrisses und die übrigen e^ als innere Ecken der Vielecke ab. 
Daher ist die eben berechnete Winkelsumme auch gleich eg * 4i2 (um jeden 
Eckpunkt 4J2) vermehrt um die doppelte Summe der Winkel des Umrisses, 
da diese Umrifswinkel erstens für den Teil in Rechnung kommen, welcher 
der Grundrifsebene femer liegt und zweitens far den näher liegenden Teü; 
somit ist s = e^'4:B+ 2(2ei — 4)i2 = 4(6^ + 6^ — 2)Ä = 4(c — 2)22. 
Aus beiden Werten für $ folgt: k — f=e — 2 oder: 

e+f=k + 2. 

Die Zahl der Kanten eines Yielflaches ist um 2 Meiner, als die 
Stmme der Zahlen von Flächen tmd Ecken (Euler, 1758). 

2. Begelmäfsig neimen wir ein /'flach, dessen Begrenzungsflächen 
regehnäfsige deckungsfähige Vielecke und dessen Ecken unter einander 
deckungsfähig sind. Ein solches kann keine einspringende Ecke haben, 
da sonst alle Ecken von dieser Axt sein müfsten. 

Die Zahl der regelmäfsigen Vielecke, die eine Ecke bilden können, 
ist dadurch beschränkt, dafs die Summe der Kantenwinkel s nicht 4 B be- 
tragen darf (S. 29, 2). 

Es können eine Ecke bilden: 

I. Drei regelmäfsige Dreiecke (5 = 222). 



n. Drei regelmäfsige Vierecke 
(s = SB). 

rV. Drei regelmäfsige Fünfecke 



m. Vier regelmäfsige Dreiecke 
V. Fünf regelmäfsige Dreiecke 



§ 26. 
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Dagegen können drei regelmäfsige Sechsecke, sowie sechs regelmafsige 
Dreiecke u. s. w. keine Ecke bilden," da ihre Winkelsiimme 4JB erreicht 
oder gar überschreitet. 

Wird jede Ecke des /*£aches von p Flächen gebildet, deren jede 
z Seiten oder Ecken hat, so treten an jeder der e Ecken p Kanten zu- 
sammen und es ist jpe = 2Ä;, da jede Kante von zwei Ecken begrenzt 
wird; femer ist zf = 2k^ da jede Kante zwei Flächen begrenzt. Somit 

und es folgt aus 1: 



. . ■ zf 2Ä; zf 

ist Aj = -^, e = — = -^ 
2 ' p jp ' 



'i+f-'4+^, f= 



4.p 



2p — z (p — 2) 



Es ergiebt sich daher für obige fänf Fälle: 

I. _p = 3^ ^ = 3. /•=4, 
das regelmäfsige Vierflach oder Tetraeder. 



U. p = 3, £f = 4; f= 6, 
das regelm. Sechsflach oder Hexaeder. 

IV. i)==3, z = b; f= 12, 
das regelm. Zwölfflach oder Dode- 
kaeder. 



m. _p = 4, is? = 3; /•=8, 
das regelm. Achtflach oder Oktaeder. 

Y, p = 5, z=S', f= 20, 
das regelm. Zwanzigflach oder Iko- 

saeder. 



Diese Körper, welche die Pythagoreischen, oft auch die Platonischen 
heifsen, wurden wiederholt zu physikalischen Hypothesen benutzt (Plato, 
Kepler 1696). 



§ 27. Das regelmäfsige Vier-, Sechs- nnd Achtflach. 

1. Das regelmäfsige Vierflach (Tetraeder) ist eine drei- 
seitige Pyramide, deren drei Seitenflächen; sowie die Grundfläche 
regelmäfsige Dreiecke sind. Seine Ecken stimmen 
vollkommen überein , da die drei Kantenwinkel 
übereinstimmen. 

Das Netz des Körpers (Fig. 69 b), d. i. die 
Figur, welche bei der Ausbreitung der Flächen 
in eine Ebene entsteht, ist zusammen- 
gesetzt aus einem gleichseitigen Drei- 
eck und drei weiteren solchen, welche 
sich an die Seiten des ersteren an- 
schliefsen. 

a) Ist die Seitenkante a, so ist eine Seitenfläche ^ r ^ ^^^ ^^ 
ganze Oberfläche 0^ = a^YS. 

b) Die Höhe h des Körpers teilt die Höhe der Grundfläche im 
Verhältnis 2:1. Nun ist h die Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks, 

dessen Hypotenuse a und dessen andere Kathete -^ der Höhe der Grund- 





Fig. 69 b. 



Fig. 69 a. 
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fläche, y . ^ys = l-yS" ist; daher ist h=Y^—^ = a]/|, 

und der Bauminlialt des Körpers ^4 = y y^ y t r ^ "^ Ti T^^^^ * 

c) Da die Fnfspunkte und 0^ zweier Höhen des Körpers die 
Höhen der Ghnindflächen im Verhältnis 2:1 teilen, so ist ihre Ver- 
bindungsgerade 00^ (Fig. 69) parallel zu einer Seitenkante SÄ und 

= 4"; woraus dann folgt, dafs sich die beiden Körperhöhen im Ver- 

hältnis 3 : 1 teilen. Ihr Schnittpunkt P hat von den Ecken den Abstand 

r = — Ä = -j- )/6 und von den Flächen den Abstand (> = — ä = — )/6^ 



h. 



wo 



d) Für den Winkel a zweier Flächen ist cos a = y : Ä^ = y , 
Äi die Höhe eines Seitendreiecks ist. Für den Winkel ß einer Kante 

und Fläche ist sin j8 = -- = T/y • 

2. Das regelmäfsige Sechsflach (Hexaeder) ist der Würfel, 
Das Netz hat die Gestalt von Fig. 70 b. 

a) Ist die Kante a, so ist die Oberfläche 
Oß = 6a\ 

b) Der Körperinhalt ist Vq = a*. 

c) Alle Winkel sind Rechte. 

d) Der Halbmesser der umbe- 
schriebenen Kugel ist 



r = iVa' + 2a» = ^YS, 



> 




mg. 70 b. 



Fig. 70 Ä. 



der der einbeschriebenen o == — . 

3* Das regelmäfsige Achtflach (Oktaeder) wird von zwei 
quadratischen Pyramiden gebildet, deren Seitenflächen gleichseitige 
Dreiecke sind und die mit ihrer Grundfläche beiderseits dieser Ebene 
an einander gelegt sind. Dafs die Ecken der- 
selben übereinstimmen, ergiebt sich in folgender 
Weise. Eine Eckenlinie des Quadrats bildet mit 
den beiden angrenzenden Seitenkanten der Pyra- 
mide ein Dreieck, welches mit der durch dieselbe 
Eckenlinie begrenzten Hälfte des Quadrats deckungs- 
fähig ist wegen der Übereinstimmung der Seiten. 
Daher ist auch der Winkel jener Seitenkanten 
ein jB. Die Ebene derselben bildet mit zwei Seiten- 
flächen ein Dreikant, das deckungsfähig ist mit dem Dreikant aus 
der (quadratischen Fläche und denselben beiden Seitenflächen (wegen 
der Übereinstimmung der drei Kantenwinkel); jede Ecke des Körpers 




Fig. 71a. 
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Fig. 71b. 



ist aber aus zwei solchen deckongsf ähigen entsprechend 
liegenden Teilen zusammengesetzt. 

Das Netz des Oktaeders ist Fig. 71b. 

a) Die Oberfläche ist 0« = 8 • ^Y^= 2a»)/3". 

b) Der Inhalt der beiden Pyramiden mit der 
Grrundfiäche d^ und der Höhe^ die gleich der halben Eckenlinie der 

(Jmndfläche = |-]/2 ist, ist Fg = ?|-* • y/2 = y/2 . 

c) Der Mittelpunkt der quadratischen Flachen hat von allen 
Ecken den Abstand r = y Y^ ^^^ ^^^ allen Flächen den Abstand 

d) Der Winkel a einer Seitenfläche mit der quadratischen Grund- 
fläche wird bestimmt durch tg a = -^Y^i -^ = V^; der Winkel 
zweier Seitenflächen ist dann =s 2o(. 




§ 28. Das regelmäfsfge ZwSIf- und Zwanzigflaeh. 

1. Wenn man an jede Seite eines regelmäfsigen Fünfecks ein über- 
einstimmendes Fünfeck so anschliefst, dafs je zwei benachbarte derselben 
eine Kante gemeinsam haben, so entstehen an 
den Ecken des ersteren Fünfecks fünf deckungs- 
fähige Dreikante. Die gemeinsame Kante zweier 
der angelegten Fünfecke bildet mit zwei freien 
Kanten derselben ein Dreikant, welches mit 
ersteren Dreikanten übereinstimmt, da zwei 
Kantenwinkel und der eingeschlossene Ebenen- 
winkel übereinstimmen und in gleicher Eeihe auf 
einander folgen. Daher ist der Winkel der beiden 
freien Seiten ebenfalls gleich dem Winkel des 
regelmäfsigen Fünfecks; es läfst sich somit der von den genannten sechs 
Flächen teilweise begrenzte Eaum durch eine zu dieser Zusammenstellung 
von Flächen deckungsfähige Gestalt voll- 
ständig begrenzen. Man erhält so das 
regelmäfsige Zwölfflach (Dode- 
kaeder). 

Das Netz ist Fig. 72 b. 

a) Die Oberfläche ist 

0„ = 12 ~ • cotg 36^ = 15o* cotg 36^ 

b) Der Körper hat als Mittelpimkt einen Punkt der Mittelparallel- 
ebene zu zwei parallelen Seitenflächen. Der Schnitt dieser Ebene geht 



Fig. 72 a. 




Fig. 72 b. 
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nämlich durch die Mitte von zehn Kanten und bildet ein regelmäfsiges 
Zehneck, da seine Seiten s jeweils parallel den entsprechenden Ecken- 
linien des Fünfecks sind und halb so grofs als diese Eckenlinien. Es ist 
5 = a • cos 36^ und der Halbmesser des dem Zehneck umbeschriebenen 

8 a cos 36® a cos 86® • cos 18® . *>/»!> ^ «n 

.^ =- . — ^ SS a cotg 36" cos 18". 

2 sm 18® • cos 18® ^ 



Kreises r^ = 



^ 2 sin 18® 2 sin 18® 
Dies ist der Abstand der Mitte einer Seitenkante von dem Mittelpunkt. Die 

Mitte der Seitenkante ist von der Mitte der Fläche um — cotg 36® ent- 

femt. Daher ist der Abstand vom Mittelpunkt des Körpers zu einer 
Seitenfläche 

Q =ya^ cotg« 36® cos* 18® — -j cotg» 36® = a cotg 36®]/cos«18®— -^ • 

Nun i3tcos«180-l = l(10 + 2y^-4) = mi^ = (l^y 

= COS* 36 , also q = a cotg 36® cos 36®. 

Nimmt man den Mittelpunkt als Spitze von Pyramiden, die Seiten- 
flächen als Grundflächen, so zerfällt der Körper in zwölf Pyramiden von 

der Höhe q, Ihr Inhalt ist das Produkt der Oberfläche mit -«-, d. i. 

Fi2 = 5 a» cotg* 36® cos 36®. 



c) Der Abstand der Ecken vom Mittelpunkt ist ^ =l/^i* + -r* 
Dar,=|^; = -^-lJ+^ = 4-(3+/5), seist r = ^yi8 + 6V^ 

1 2 sm 18® 2 -i/ßT j 4 V » ^ / ' 4 * ' 

= -1-/3(6 + 21/5) = a )/3 cos 36®. 

d) Halbiert man an einer Ecke einen Ebenenwinkel, so zerfällt er 
in zwei rechtwinkelige Dreikante (Kugeldreiecke) mit der Hypotenuse von 
108® und einer Kathete von 54®, woraus die Winkel berechnet werden 
können (S. 40, l), oder man bestimmt diese durch q und r. 

2. Eine Ecke 8j die aus fünf regelmäfsigen Dreiecken zusammen- 
gesetzt ist, wird durch eine regelmäfsige fiinfseitige Pyramide 8ÄBCE 
erhalten, deren Seitenkanten den Grundkanten 
gleich sind. Eine Eckenlinie Ä C der Grundfläche 
büdet mit den anschliefsenden Seiten ein Dreieck 
ABC, welches übereinstimmt mit dem Dreieck 
ASC aus derselben Eckenlinie und den an- 
schliefsenden Seitenkanten AS und CS. Es ist 
somit ^ ASC = ABC = 108®, und an ASC 
läfst sich das regelmäfsige Fünfeck ASCE^B^ H 
anschliefsen, das die Grundfläche einer Pyramide 
mit der Spitze in B büdet. Hierbei ist 
DiE^ \AC\ ED und die Verbindungsgeraden DB^ 
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und EE^ ergeben einen Schnittpunkt, zu dem man als Mittelpunkt das 
dem Fünfeck ABC DE gegengesetzte Fünfeck A^B^C^B^E^ und die zu- 
gehörige Pyramide bilden kann. Aufserdem bestimmen die Seiten der 
beiden Fünfecke zehn Dreiecke, so dafs sich ein Körper ergiebt, der von 
zwanzig regelmäfsigen Dreiecken begrenzt wird, von 
denen je ftinf eine Ecke bilden. Es ist dies das regel- 
mäfsige Zwanzigflach (Ikosaeder). 
Das Netz desselben ist Fig. 73 b. 

a) Seine Oberfläche ist Ojo =20-4-^3 ^. „.^ 

^ 80 4 r Fig. 73 b. 

= 5 a«]/3 . 

b) Die Ebene, die durch den Mittelpunkt des Körpers parallel zu 
den beiden Ebenen der gegengesetzten Fünfecke gelegt wird, ergiebt als 
Schnitt ein regelmäfsiges Zehneck, dessen Seiten s parallel zu den Grund- 
kanten der beiden Pyramiden und gleich deren Hälfken — sind; der Halb- 

messer des umgeschriebenen Kreises ist somit r^ = . ^^ = a cos 36®, da 
4 sin 18® cos 36®= 1. Dies ist der Abstand des Mittelpunkts von der 
Mitte der Kante. Letztere ist von der Mitte der Seitenflächen um "ö"'"ö"r ^ 

= -ß-y^ entfernt; somit ist der Abstand des Mittelpunkts von den Flächen 
9 



^1/7; ^'^^l A+^ye- 1 _ -i/ u + 6T/6r 

K ^1 12~^y 16 12 ^y 48 

_ "1 /9 + ^yt+b _ _a_ /Hr-j/Pv _ 2a_ ( V^+ i V _ cos«360 
— ^V 3. 16 ~i/ä\ 4 J~Ys\ 4 y~^co830«* 

Der Eauminhalt ist hiemach: 

^20 = ^20- 4 = ö«y3 . -^cos«36®= ^ cos* 36®. 

c) Von der Kugel, die durch die Ecken gelegt wird, ist SS' ein 
Durchmesser = 2r, SA eine Sehne und die Pyramidenhöhe h der der 
Sehne anliegende Abschnitt des Durchmessers; also ist 2rh = a*, 

r = a«:2Ä. Femer ist h^^a*- (3^) = ^i^ V* ^'^^' " 1 

a l/l0 + 2l/^— .4 asinlS« a , ..oo 

== o ' o/»o V — 7 = ■ oi»o = s T^i also r = a cos 18". 

2 8m36*'^ 4 sm36^ 2co8l8®' 

d) Zur Berechnung der Winkel zwischen den Ebenen benutzt man 
das Dreikant BA, BS, BC, das man durch die Winkelhalbierende von 
ABC in zwei rechtwinkelige Dreikante mit den Kantenwinkeln 60® und 54® 
zerlegt (S. 40, l). 



m. Absclmitt. 

Abbildung yon einer Ebene anf eine sie schneidende Ebene. 

Kegelschnitte. 

Siebentes Kapitel. 

Abbildung geradliniger Figuren und Abbildung des Kreises 

als X^reis, 

§ 29. Abbfldnng yon Punkten und Geraden. 

1. Wird eine ebene Figur von einem Punkt, Strahlpunkt 
(Projektionscentrum) aus bestrahlt^ so bestimmen die Schnitt- 
punkte der Strahlen auf einer zweiten^ die erstere schneidenden Ebene 
ein 'Bild (eine Projection) der Figur. Für die geometrischen 
Beziehungen beider Figuren ist es gleichgiltig^ welche von beiden 
Vorlage (Original) und welche Bild genannt wird; es wird eben 
einfach die eine Figur als bestrahlt von der andern (oder als 
perspektiv zu ihr) bezeichnet. Eine Figur heifst ein Bild einer 
andern (bestrahlbar oder projektiv zu ihr), wenn beide in diese 
Lage gegenseitiger Bestrahlung von einem Strahlpunkt aus gebracht 
werden können. 

Bei der geometrischen Abbildung werden nicht blos Halb- 

strahlen des Strahlpunkts berücksichtigt, auf denen je ein Pimkt und 

sein Bild liegt, sondern auch solche Strahlen, bei denen die Vorlage 

und ihr Bild auf entgegengesetzten Halbstrahlen liegen. 

Diese Art der Abbildung entspricht dem Sehen, indem das Auge den 
Vereinigungspunkt der Lichtstrahlen bildet; doch sind im Auge die Strahlen 
immer einseitig begrenzt. 

2. Wie der Punkt durch einen Strahl, so wird die Gerade durch 
eine Strahlenebene (den Schein der Geraden, vgl. S. 1, 3 a) ab- 
gebildet; das Bild der Geraden ist der Schnitt dieser Strahlen- 
ebene mit der Bildebene. 

Nehmen wir den schon früher betrachteten Fall (§ 20) aus, dafs 
nämlich die Ebenen der Vorlage und des Bildes parallel sind, so 
schneiden einander stets beide Ebenen in einer Geraden, der Bildaxe 
(Projektionsaxe). Nun wird irgend eine Strahlenebene beide Ebenen 
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in entsprechenden Geraden schneiden^ und diese müssen einander in 
einem Punkt der Axe treffen^ da die Schnittgeraden dreier Ebenen 
durch einen Punkt gehen (S. 4, i). Somit entsprechen einander die Sätze: 



a') Dds Büd einer Geraden ist 
eine Gerade, die sie auf der Bild- 
axe schneidet. 



a) Das Bild eines Punktes liegt 
auf dem Strahl vom StrahJpuM 
nach dem Punkt. 

Insbesondere gilt: 

b) Jeder Axefnpjt/rM entspricht sich selbst als Bild. 

c) Jede Parallele zur Äxe wird als Parallele mr Axe abgebildet; 
denn die Strahlenebene einer solchen Geraden schneidet die Ebene 
der Vorlage in einer Parallelen zur Schnittgeraden der Vorlage- und 
Bild-Ebene, daher auch ebenso letztere (S. 4, i). 



3. Die beiden Strahlen nach 
zwei Punkten A und B (Fig. 74) 
bestimmen mit dem Strahlpunkt 
eine Strahlenebene SAB, welche 
auch die Strecke AB und deren 
Bild J-ijBjl enthält, d. h.: 

a) Liegt ein Punkt auf einer 
Geraden, so liegt sein Bild auf dem 
Bild der Geraden, 

b) Bas Bild der Geraden 
(Strecke) durch zwei Punkte ist 
die Gerade (Strecke) durch die 
Bilder beider Punkte. 



3', Die Strahlenebenen zweier 
Geraden a und b (Fig. 74) be- 
stimmen durch ihre Schnittgerade 
einen Strahl, auf weichein der 
Schnittpunkt ab der Geraden und 
der ihrer Bilder a^b^ liegt, d. h.: 

a') Geht eine Gerade dwrch 
einen Punkt, so geht ihr Bild durch 
das Bild des Punktes. 

b') Bas Bild des Schnitt- 
punktes (Winkels) zweier Geraden 
ist der Schnittpunkt (Winkel) der 
Bilder beider Geraden. 



Gemäfs 2 b folgt noch: 
c) Bas Bild einer durch einen Punkt gehenden Geraden ist die 
Gerade vom Bild des Punktes nadh dem Axenpunkt der Geraden. 

4c. Wenn die Ecken eines! 4'. Wenn die Seiten eines 



Dreiecks ABC 
mit den Ecken 

eines zweiten 
Dreiecks A^B^C^ 
paarweise auf den 

Strahlen s^^s^s^ 
eines Punktes S 
liegen, so ist das 
eine Dreieck ein 
bestrahltes Bild .^ 
des andern. Die 

beiden Ebenen 
ABCmidA^B^C^ 

schneiden ein- 
ander in einer 




Fig. 74. 



Dreiseits abc mit 
den Seiten eines 
zweiten Dreiseits 
a^ b^ Ci p aarweise 
in den Punkten 
S^S^S^ einer Ge- 
raden ^zusaioamen- 
treffen, so ist das 
eine Dreiseit ein 
bestrahltes Bild 
des andern. Denn 
die drei Ebenen 

aai, bbi, cc^ 
schneiden einan- 
der in drei Geraden 
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Geraden, auf welcher, als der Axe, 
die Schnittpunkte der entsprechen- 
den Seitenpaare der Dreiecke liegen 
müssen. Daraus folgt 

(Satz von Desargues 1636): 
Liegen die Ecken zweier Dreir 
ecke paarweise auf drei Strahlen 
eines Punktes, so schneiden einander 
ihre Seiten paarweise in drei Punkten 
einer Geraden, 



s^s^s^y welche die Ecken der Drei- 
seite paarweise verbinden und als 
Schnittgeraden dreier Ebenen in 
einem Punkt zusammentreffen. Dar- 
aus folgt: 

Gehen die Seiten zweier Drei- 
Seite paarweise dwrch drei Punkte 
einer Axe, so liegen ihre Ecken 
paarweise auf drei Strahlen eines 
Punktes. 



§ 30. Der Fluchtpunkt einer Geraden und die Fluchtgerade 

einer Ebene. 



1. Der Strahl des Strahl- 
Punktes S, der parallel m einer 
Geraden a^ ist, hestimmt auf dem 
Bild a der Geraden einen Punkt F, 
der Fluchtpunkt genannt mrd. 



Dies ist der einzige Punkt 
auf a, dem kein Punkt auf a^ ent- 
spricht. Dagegen hat die Lage des 
Punktes F die Eigenschaft: 

Je weiter ein Punkt P^ oder 
Q^ auf der Geraden a^ nach der 
einen oder andern Richtung hinaus- 
rückt, desto näher rückt sein Bild 
dem Fluxihipunkt — und umgekehrt. 




Fig. 76 a. 

Man nennt deshalb den Punkt 
auch das Bild des unendlich 
fernen Punktes der Geraden a^, 
als ob es nur einen unendlich 



1'. Die Strahlebene durch S, 
die parallel zu/r Ebene «^ der einen 
Figur ist, bestimmt in der Bild- 
ebene a eine Gerade f, die Flucht- 
gerade genannt wird. Nach S. 4, 30 
folgt: 

Die Fluchtgerade ist parallel 
der Büda>xe, 

Sie ist die einzige Gerade in a, 
der keine Gerade in a^ entspricht. 
Dagegen hat die Lage der Ge- 
raden f die Eigenschaft: 

Je weiter eine Gerade p^ oder 
q^ parallel der Axe nach der einen 
oder andern Seite hinausrückt, desto 
näher rückt ihr Bild der Flucht- 
geraden — und umgekehrt. 




Fig. 76 b. 

Man nennt deshalb die Gerade 
auch das Bild der unendlich fernen 
Geraden der Ebene a^, als ob es 
nur eine unendlich ferne Gerade 
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fernen Punkt einer Geraden gäbe, 
da im übrigen jedem Punkt der 
Geraden a nur ein Punkt auf a^ 
entspricht. 

Wie es auf der Geraden a 
einen Fluchtpunkt F zu der Ge- 
raden «1 giebt, so giebt es auf a^ 
einen Fluchtpunkt zur Geraden a. 



einer Ebene gäbe, da im übrigen 
jeder Geraden der Ebene cc nur 
eine Gerade in cc^ entspricht. 




Fig. 76. 



Wie es in der Figur von a 
eine Fluchtgerade f zu der Figur 
auf der Ebene a^ giebt, so giebt 
es in der Figur auf «^ eine Flucht- 
gerade zur Figur in der Ebene a. 

2. Zu irgend welchen Geraden a^, ft^, c^ 
einer Ebene a^ sind die Strahlen der Flucht- 
punkte paraUel, 8F\\ a^, SF|| h^, SW\\ c^; 
sie liegen somit (S. 5, 3 b) in einer zu 
jener Ebene parallelen Strahlenebene, d. i. 
in der Ebene der Fluchtgeraden. Somit folgt: 

Die Fluchtpunkte aller Geraden einer 
Ebene liegen auf der Fluehtgeraäen der Ebene, 

3. Da es (Fig. 77) für parallele Gerade 
^1 II \ durch S nur einen einzigen parallelen 
Strahl SF giebt, so folgt: 

a) Die Bilder von pa/rallden Geraden haben einen gemeinsamen 
Fluchtpunkt Ein ParaMdsirdhlenbüschd wird als ein Strahlenbüschel 
abgebildet j dessen Scheitel der Fluchtpunkt 
m den pa/rallden Geraden ist. 

Wir nennen in diesem FaU den 
Fluchtpunkt das Bild des allen Paral- 
lelen gemeinsamen unendlich fer- 
nen Punktes. 

Sind a, b irgend welche einander 
in F schneidende Geraden, so können 
diese auch so abgebildet werden, dafs 
ihre Bilder a^ und b^ parallel werden. 
Die Bedingung dafür ist die, dafs die 
Bildebene dem Strahl des Scheitels 8F parallel ist; daraus folgt: 

b) Irgend ein Strahlenbüschel kann als Pa/rallelstrahlenbüschel 
abgebildet werden der Art, dafs der Scheitel des ersteren das Bild des 
unendlich fernen Pu/nktes des letzteren ist 

4. Mit Rücksicht auf 2 ergiebt sich noch weiter: 

a) Die Bilder von zwei oder mehreren ParaUelstrahlenbäscheln 
einer Ebene sind ebensoviele Strahlenbüschel ^ deren Scheitel auf der 
FkuMgeraden im Bild liegen. 

Dabei sind auszunehmen Parallele zur Bildaxe, die stets wieder 
als solche abgebildet werden (S. 75, 2 c). 

Umgekehrt gilt: 




Fig. 77. 



78 



Vn. Kap. Abbildung von geradl. Figuren u. vom Ereis als Kreis, § 31-. 



c) Jede Figur kann so abgebildet werden, dafs eine Gerade in ihr 
Fluchtgerade toird^ m. a. W.: dafs das BUd einer Geraden in unend- 
liche Entfernung hinausrücht. Irgend welche StraMenibüsdiel, deren 
Scheitel in der Geraden liegen, werden dabei als ebensomele Parcdld- 
strahlenbüscfiel abgebildet. 

Es ist hierzu nur notwendig, dafs die Bildebene parallel zur 
Strahlenebene jener Geraden ist. 



§ 31. Abbfldung in der Ebene der Vorlage, 

1. Eine ebene Figur und das von ihr bestrählte BUd auf einer 
zweiten Ebene bleiben in gegenseitiger Bestrahlung von einem Funkt, 
wenn eine der beiden Ebenen um die Bildaxe gedreht wird. Der Strahl- 
punkt beschreibt hierbei einen Kreis, dessen Ebene senkrecht zu/r Axe 
ist und dessen Mittelpunkt in der Fluchtgeraden der festen Ebene liegt. 

Ein Strahl SAA^ treffe die Ebene a in J., die Ebene «^ in J.^; 
AK sei eine Gerade der Ebene a, A^K ihr Bild durch denselben 
Punkt K der Axe a. 
Dann giebt SN\\A^K 
den Fluchtpunkt N 
auf AK und Nf \\ a 
die Fluchi^erade f. 
Es sei noch SF±f 
gezogen. Dreht man 
die Ebene aKA^ 
nach aKA^ und die 
Ebene SNF um den- 
selben Winkel SCFSi 
nach Äi NF, so bleibt 
8^N\\A^K (S.lO.^h). 
Der Strahl Si^si trifft 
die Gerade NK in 
dem Punkt, der die 
Strecke NK teilt im 
Verhältnis ÄiiVi^iS: 

= 8N:A^K== 
AN: AK, d. h. eben 

im Punkt A] also ist A^ das Bild Ton A za-S^ als Strahlpunkt. In 
gleicher Weise bleiben von allen Punkten der Ebene a die Bilder 
in der Ebene a^ auch Bilder in der gedrehten Ebene cc^ zu S^ als 
Strahlpunkt, wobei FS^ =F8±f 

2. Wird die Drehung um die Bildaxe so weit fortgesetzt, bis der 
Winkel beider Ebenen oder 2JB beträgt, so entstehen zwei Figuren 
in einer einzigen Ebene in gegenseitig bestrahlter Lage. 




Fig. 78. 



§ 31. yn. Kap. Abbildung von geradl. Figuren u. Yom Kreis als Eteis. 79 

Wird nämlich die Drehung fortgesetzt, bis FS (nach FS^) und 
KA^ (nach KÄ^) in die Ebene cc fallen, so gilt auch für diesen Fall 
die gegebene Ableitung. 

3« F(wi einer ebenen Figur Jccmn in derselben Ebene ein Bild ent- 
worfen werden zu jedem beliebigen Funkt 8^ der Ebene als StrahlpunJU 
und jeder beliebigen Geraden a als Büdaxe^ so dafs jedem Punkt als 
Bild ein Punkt auf dem Strahl des Punktes entspricht und jeder Ge- 
raden eine Gerade, die sie auf der Axe schneidet — Dabei kann noch 
auf dem Strahl eines eineigen Punktes A das Bild A^ des Punktes 
beliebig gewählt werden (oder von einem Axenpwnkt eine Gerade a^ als 
BUd der Geraden a durch diesen Punkt). 

Zieht man nämlich von A und A^ nach einem Punkt K auf a 
die Geraden AK und A^Ky dann S^N || KA^ und NF || a, und dreht 
man nun das Dreieck FNS^ um FN beliebig nach FNS und den 
Winkel aJT^g nach aKA^ \\ FNS, so ist KA^ \\ NS, und SA^ teUt 
KN im Verhältnis SN: KA^==S^N: KA^ = NA : KA, d. h. SA^ 
geht durch A. Ein von S auf der Ebene aA^ entworfenes Bild der 
Figur der Ebene aA giebt, nach aA^ zurückgedreht, das Bild in der 
ursprünglichen Ebene mit den genannten Eigenschaften. 

4« Für die Bestrahlung in einer einzigen Ebene gilt noch: 

Bei der Bestrahlung zweier Figuren einer einzigen Ebene entspricht 
der Strahlpunkt sich selbst cds Bild und ebenso jeder Strahl dieses Punktes. 

5. Aus 3 folgt, dafs der Satz S. 75, 4 und 4' auch für den Fall 
gilt, dafs beide Figuren in einer Ebene liegen. Sind im ersten Fall 
SAA^, SBB^ und SCG^ drei Strahlen in einer Ebene, und bestimmt 
man die Axe als die Yerbindungsgerade der Schnittpunkte von AB 
und A^Bj^y AC und A^Cj^y so sind B^^ und C^ die Bilder von BCy 
und die Geraden BC und B^Cj^ schneiden einander als Vorlage und 
Bild auf der Axe. Ebenso ergiebt sich S. 75, 4J leicht daraus^ dafs 
die Bedingung des Lehrsatzes sich bei der Drehung um die Axe 
nicht ändert. 

6, Da in einer Abbildung räumlicher Gebilde auf einer Ebene 
eine Gerade als Gerade, ein Schnittpunkt als Schnittpunkt abgebildet 
werden, so erhält man auch zwei gegenseitig bestrahlte Figuren in 
einer Ebene, indem man zwei solche Figuren zweier Ebenen durch 
Bestrahlung von irgend einem weiteren Strahlpunkt oder auch durch 
parallele Bestrahlung auf einer Ebene abbildet. Der Strahlpunkt in 
dieser Abbildung ist das Bild des Strahlpunktes jener beiden Figuren, 
die Axe das Bild ihrer Bildaxe. 

Es lassen sich umgekehrt zwei gegenseitig bestrahlte Figuren 
einer Ebene auch als Bild der Bestrahlung zweier Figuren in zwei 
Ebenen auffassen, wovon in unsem Figuren Gebrauch gemacht ist. 

7* Als grundlegende Zeichenaufgaben schliefsen sich hier fol- 
gende an: 
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Es sei gegeben der SiraJüpirnkt 8, die Büdaxe a tmd aufserdem 



ein Punkt P und sein Bild P^; 
gesucht wird: 

a) zu einem zweiten Punkt Q 
das Büd Q^. 

b) zu einer Geraden g das 
Büd g^. 



eine Gerade g und ihr Büd g^; ge- 
sucht wird: 

aT) zu einer zweiten Geraden h 
das Büd A^. 

b') zu einem Punkt P das 
Büd Pi. 



Zur Lösung beachte man mit Benutzung von S. 15, 3: 



Das Büd eines Punktes wird 
bestimmt durch seinen Strahl und 
durch das Bild einer Geraden, die 
durch den Punkt geht. 



Das Büd einer Geraden umd 
bestimmt durch ihren Äxenschnitt- 
punkt und durch das Büd eines 
Punktes auf ihr. 



Es empfiehlt sich, Vorlage und Bild nicht blos durch die Marken an 
den Buchstaben, sondern auch durch Zeichnungen von verschiedener Farbe (Rot- 
und Blaustift) zu unterscheiden. Als wahrer Schnittpunkt zweier Geraden gilt 
dann nur der Schnittpunkt zweier Geraden von einerlei Farbe, abgesehen von 
den Axenpunkten, die mit beiden Farben zu bezeichnen sind. 

8. Wenn eine Fluchtgerade gegeben ist, so kann diese wie die 
Axe zur Bestimmung des Bildes einer Geraden benutzt werden. 

a) Gehört die gegebene Gerade und Fluchtgerade derselben Figur 
an, so ist das Bild der Geraden paraUel zu dem Strahl nach dem 
Schnittpunkt der Geraden und Fluchtgeraden» 

b) Gehört die gegebene Gerade der einen Figur und die Flucht- 
gerade dem Bude der Figur an, so ist das Büd des unendlich fernen 
Punktes der Geraden der Schnittpunkt des ihr parallelen Strahles mit 
der Fluchtgeraden, 

Im ersten Fall wird der Fluchtpunkt in unendliche Feme hinaus- 
gestrahlt, im zweiten Fall wird der unendlich ferne Punkt der Ge- 
raden auf die Fluchtgerade herein gestrahlt. 

Hiemach ergeben sich folgende grundlegende Aufgaben, bei denen 
angenommen ist, dafs der Strahlpunkt S und die Axe a gegeben ist, 
und dafs die Fluchtgerade mit f, ein Punktpaar mit PP^, eine Ge- 
radepaar mit gg^ bezeichnet wird. 



Gegeben: 

1) 9, 9iy 

2) P, A, 

3) f, 9. 



Gesucht: 

f- 
f- 

9t ■ 



Gegeben: 

4) f, 9„ 

5) f, P, 

6) f, Pt, 



Gesucht: 
9' 

P. 



§ 32. Vierseit nnd Viereck. Harmonische Teilnng. 

1. Vier Gerade einer Ebene abcd, von denen nicht drei durch 
einen Punkt gehen, bilden die vier Seiten eines vollständigen 
Vierseits; ihre Schnittpunkte bestimmen drei Paar Gegenecken und 
durch deren Verbindungsgeraden drei Nebenseiten. 
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Zeichnet man zii einem vollständigen Vierseit ab cd (Fig. 79) ein 
zweites der Art, dafs die Gegenecken L und M auf einer Nebenseite 
beiden Figuren gemeinsam sind und ebenso der Schnittpunkt R der 
zweiten Nebenseiten — indem man durch diesen Punkt JB die beliebige 
Gerade ItJD^B^ zieht und auf ihr die Pimkte B^ und D^ beliebig an- 
nimmt und mit L und M verbindet, — 
so liegen beide Figuren gegenseitig \|/ 

bestrahlt von dem Schnittpunkt der 1^ 

Geraden BB^ und DB^ als Strahlpunkt "Sv I \ 

und der Nebenseite s als Axe. Denn die /\[\/^ 

Geraden a^h^c^d^ entsprechen als Ver- / ^Jni\. 

bindungsgeraden von Axenpunkten /V^l \\ ^^^ 

mit den Punkten B^ und D^ den -^^^^^^.-^«-^^^ 
Geraden ahcd, die von denselben / x^^^^*^^--^*'!?^"""^ 
Axenpunkten durch B und 2) gehen. C-^^w/^^ 
Daher liegt auch A^C^ bestrahlt von \y' 

ACy und die Nebenseiten p und p^ Jy 

schneiden einander in einem Punkt P tj, t« 

Flg. 79. 

der Axe. Alle Vierseite, die mit ah cd 

die Punkte X, M ubd B gemeinsam haben, haben also auch den 

Punkt P gemeinsam. 

a) Auf einer Nebenseite (Strecke zweier Gegenecken) eines voU- 
ständigen Vierseits ist durch den Schnittpmkt einer zweiten Nebenseite 
auch der Schnittpunkt der dritten bestimmt 

Man nennt die Schnittpunkte B und P der beiden Nebenseiten 
harmonisch zugeordnet in Bezug auf die Streck LM der Gegenecken 
des Vierseits — oder man sagt: die Strecke zweier Gegenecken eines 
vollstcmdigen Vierseits wird durch die andern Nebenseiten harmonisch 
geteilt (Vgl. H. T. § 18.) 

Der Satz a) kann daher auch folgenden Ausdruck erhalten: 

a') Durch einen TeiJpu/nM einer Strecke ist der harmonisch zu- 
geordnete Punkt bestimmt 

Wie zu Lj M und B der vierte harmonische Punkt P bestimmt 
udrd, ergiebt obige Zeichnung des Vierseits a^b^c^d^. 

Da das Bild eines Vierseits stets wieder ein Vierseit ist, so folgt: 

b) Das Bild einer harmonisch geteilten Strecke ist wieder eine solche. 
Pafst man das Vierseit pcds oder PC DM in das Auge, so ist 

PD eine Nebenseite, die durch die Nebenseiten AL und CM har- 
monisch geteilt wird. Nun ist von B als Strahlpunkt die Strecke 
BP das Bild der Nebenseite PD, und M imd L sind die Bilder der 
Teilpunkte dieser Strecke; also wird auch PB durch L und M 
harmonisch geteilt. 

c) Die Strecke zwischen zwei harmonisch zugeordneten Teüpunkten 
einer Strecke wird durch die Grenzpunkte der letzteren harmonisch geteilt 

Henrici n. Trentlein, Elementargeometrie .m. 2. Aufl. 6 
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Man nennt deshalb alle vier Punkte harmonische; Ton ihnen sind 
je zwei getrennt Uegende einander zugeordnet. 

Die Strahlen nach vier harmonischen Punkten heifsen vier 
harmonische Strahlen; sie bestimmen auf jeder Schnittgeraden 
vier harmonische Punkte. 

2. Vier Punkte einer Ebene ÄBCD, von denen nicht drei auf 
einer Geraden liegen, bilden die Ecken eines vollständigen Vier- 
ecks. Ihre Verbindungsgeraden ergeben drei Paar Gegenseiten und 
in deren Schnittpunkten drei Nebenecken. 

Indem man zu einer Nebenecke als Strahlpunkt ein zweites Viereck 
zeichnet, das mit ersterem die beiden Gegenseiten der Nebenecke gemeinsam 
hat und überdies den Strahl nach einer zweiten Nebenecke, läfst sich 
wie in 1 beweisen, dafs im Winkel zweier Gegenseiten zugleich mit dem 
Strahl nach der zweiten Nebenecke auch der nach der dritten bestinamt 
ist. Es sind dies vier harmonische Strahlen. 

3. Ein Vierseit ahcd (Fig. 77, S. 77) oder Viereck kann stets 
als ein Parallelogramm aJ>^Cid^ abgebildet werden (S. 77, s): 

a) Wird ein voUstcmdiges Vierseit (oder Viereck) so abgebildet, dafs 
eine Nebenseite (^oder die VerUndungsgerade zweier Nebenedken) Fl/ucht- 
gerade wirdy so entsteht ein ParaUdogramm. 

Umgekehrt: 

b) Das Bild eines Faraiddogramms ist ein vollständiges Vierseit, 
von dem eine Nebenseite Fluchtgerade ist 

4. Sind von den Grenzpunkten einer Strecke ÄC, von deren 
Mittelpunkt B und von dem unendlich fernen Punkt Fa^ der zu- 
gehörigen Geraden die Punkte Ä^, B^, C^, 

F^ auf einer zweiten Geraden bestrahlt, so 

sind JBj, F^ harmonisch zugeordnet in Bezug 

auf die Strecke A^C^- — Wir können nämlich 

eine Strecke A^G^ (Fig. 81a) stets als die 

Eckenlinie eines Parallelogramms und ihren 

Mittelpunkt P^ als den Schnittpunkt der 

zweiten Eckenlinie auffassen; da das Bild 

einer solchen Figur ein vollständiges Vier- Fig. so. 

seit ergiebt, in dem eine Nebenseite 

Fluchtgerade ist, also der Schnittpunkt ü der Nebenseite Fluchtpunkt 

wird, so folgt, dafs das Bild von A^P^C^B^^, nämlich AP CR vier 

harmonische Punkte sind. 

a) Das Bild der Grenzpunkte einer Strecke, ihres Mittelpa/nktes 
und des unendlich fernen Punktes der Geraden sind vier harmonische 
Punkte, 

Umgekehrt kann zu vier harmonischen Punkten APCR stets 
ein Vierseit gezeichnet und dies so abgebildet werden, dafs eine 
Nebenseite FF in unendliche Entfernung fällt, wodurch die Figur 
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als Parallelogramm A^B^ CiD^ abgebildet -wird, in welchem die andern 
Nebenseiten einander halbieren. Daraus folgt: 




Flg. Bl.. 

b) Bückt im Büd von vier harmonischen Punkten einer in wi- 
mcßiche Entfemimg, so rückt das Sild des zugeordneten Punktes in die 
Mitte der leiden andern — und umgekehrt. 

5. Atta 4 a folgt in Bezug auf harmonisclie Stralilen: 

a) IHe Strahlen aus einem Punkt nach den Grempunkten einer 
Strecke, nach ihrem Mittelpunkt und nach dem unendlich fernen Punkt 
der Gerade (d. i. der paraUde Strahl) sind vier harmonische StrcMen, 
■woraus dann als besonderer Fall sich ergiebt; 

b) Zwei Strahlen eines Pttnktes bilden mit ihren Äeide« Winkel- 
kaUnerenden vier harmonische Strahlen. 

6, Die Abbildung ermöglicht, an Stelle der gegebenen Figuren ein- 
fachere Figuren mit bekannten Eigenschaften ins Auge zu fassen, wie 
Puallelogranmie statt der Vierecke und Yierseite. Können wir an einem 
solchen einfachen Bilde Eigenschaften nachweisen, die bei der Abbildung 
erhalten bleiben, wie z. B. die, dafs drei oder mehrere Punkte auf einer Geraden 
liegen, oder dafs einander drei oder mehrere Gerade in einem Punkt (in 
endlicher oder tmendlicher Entfernung) schneiden, oder dafs vier Pimkte 
harmoniache sind, so gelten diese Eigenschaften auch für die gegebene Figur. 

§ 33. Abbildnng des Kreises als Kreis. 

1. Wird ein Kreis von einem Punkte bestrahlt, so ist die Ge- 
samtheit der Strahlen, der Schein des Kreises, eine Kegelfläche. Wenn 
der Kreis von ii^end einer Linie geschnitten wird, so geht der Strahl 
des Schnittpunktes, als gemeinsamer Strahl der Scheine beider Linien, 
auch durch den Schnittpunkt der Bilder dieser Linien; berührt eine 
Gerade den Kreis, d. h. sind die Schnittpunkte von Geraden und Kreis 
einander unmefsbar nahe gerückt, so gilt das gleiche auch für die 
Bilder der Linien. Ganz allgemein gilt: 

a) Das Büd eines Schnittpunktes zweier Linien ist der Schnittpunkt 
der Büder dieser Linien. 
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b) Das Bild einer Berührenden und ihres Berührungspunktes ist 
Berührende und Berührvmgspu/nM in den Bildern der betr. Linien, 

2. Nimmt man auf dem Durchmesser AB (Fig. 82) eines Kreises 
irgend einen Punkt P und den ihm harmonisch zugeordneten Punkt Q 
an und zieht in beiden Punkten die Senkrechten des Durchmessers 
MN 1.ÄB, QRA.ÄB, so heifsen P und QR in Bezug auf ein- 
ander Pol und Polare, ebenso Q und MN. 

Um nun als Bild des Kreises wieder einen Kreis zu erhalten 
und zwar so, dafs das Bild yon P Mittelpunkt wird, ist der Strahl- 
punkt und die Bildebene folgendermafsen zu bestimmen. Man zieht 

erstens SQ J_ QRy macht zweitens QS = QÄ • QB und nimmt S als 
Strahlpunkt; drittens legt man die Bildebene parallel zur Ebene SQR. 
Denn in der Kegelfläche, die den Kreis von 8 her bestrahlt, ist 
SAB der Hauptaxenschnitt, da^SQ und A Q senkrecht zu QR, also Ebene 
SAB ± Ebene AQR ist (S. 7, 
4 b); femer wird ein durch ABS 
gelegter Kreis von ^S berührt, da 

QS'=QA'QB ist QI,%10, 6); 
daher ist ^ BSQ =^ BAS 
(I, §29, 4 a), und da auch noch 
A^i \\SQ, so ist 
^A^B^S = BSQ = SAB, ^ 

d.h. dieBildebene ist ein Wechsel- 
schnitt, somit ist ihr Schnitt mit Fig. 82. 
der Kegelfläche ein Kreis (S.54,6). 

In diesem Bild ist A^B^ ein Durchmesser, und da das Bild von 
Q in unmefsbare Entfernung hinausrückt, so wird P^ Mittelpunkt 
von A^B^, d. i. Mittelpunkt des Kreises. Wie MN S.AB, so bleibt 
auch M^N^J^A^Bi, da sowohl MN als M^^N^ \\ QR und parallel 
der Axe (S. 76, ly 

Hierbei wurde P beliebig angenommen; ebensowohl hätte man 
von der Geraden QR ausgehen und darnach den Pol P bestimmen 
können. Hieraus ergiebt sich: 

Mn Kreis kann stets als Kreis cibgebildet werden, wahrend eine 
der beiden folgenden Bedingungen erfüUt ist: 

a) Ein beliebiger Punkt im In/nem des Kreises wird als Mittel- 
punkt abgebildet und seine Polare als unendlich ferne Gerade. Der 
Durchmesser des Punktes und die m ihm senkrechte Sehne des Punktes 
werden als zwei zueinander senkrechte Durchmesser abgebildet. 

b) Eine beliebige Gerade aufserhalb des Kreises wird als unendlich 
ferne Gerade abgebildet und ihr Pol als Mittelpunkt. Die Parallele 
durch den Pol und der zu ihr senkrechte Durchmesser werden als zwei 
zu einander senkrechte Durchmesser abgebildet. 
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Fig. 83. 



Anmerkung. Durch die vier Punkte ÄBB^Ä^ läfst sich ein Kreis 
legen (I § 39, 3), und dieser bestimmt als Hauptkreis eine Kugel, auf 
der die beiden Kreise um AB und Ä^^B^ als Durchmesser liegen. Um- 
gekehrt können irgend zwei 
Kreise einer Kugel (Fig. 83) 
als Wechselsdmitte eines 
Kegels gelten. Die Bildaxe 
in P hat dann für beide 
Kreise die gleiche Potenz 
(S. 22, 4c; vgl. n. Teü § 10, 7), 
da jede Ebene durch einen 
Punkt der Axe auf der Kugel 
einen Kreis giebt und auf den 
Kreisflächen zwei Schnitt- 
geraden, deren Abschnitte das 
gleiche Produkt ergeben. Die 
Bildaxe ist somit Potenz- 
gerade. Durch die Drehung um die Axe können beide Figuren in eine 
Ebene gebracht werden: man erhält so die bestrahlte Lage zweier 
Kreise einer Ebene mit Bildaxe (11. T., 7. Kap.). Für den Strahl- 
punkt bleibt hierbei SÄ • SA^ == SB • SB^, woraus folgt, dafs er Ahn- 
lichkeitspunkt wird. 

3. Wir bezeichnen als Abbildung I die Abbildung eines Kreises 
als Ereis der Art^ dafs ein Punkt im Innern als Mittelpunkt ab- 
gebildet wird und seine Polare in unendliche Entfernung hinaus- 
rückt, — als Abbildung 11 die Abbildung des Kreises als Kreis der 
Art, dafs die Gerade durch einen Punkt auf serhalb des Kreises, die 
in ihm senkrecht steht zu seinem Strahl nach dem Mittelpunkt, in 
unendliche Entfernung hinausrückt; dafs hierbei die Polare des Punktes 
als Durchmesser abgebildet wird, der zur Richtung nach dem Punkt 
senkrecht steht, ist klar. 

Wird von einem Punkt P auf serhalb des Kreises mit seinen 
beiden Berührenden eine 
Abbildung II entworfen, 
so werden die Berührenden 
im Bild parallel zur Rieh- J 
tung nach dem Punkt; die 
Polare zu P geht über in 
den auf den Berührenden 
senkrechten Durchmesser, 
also in die Verbindungsgerade der Berührungspunkte. Daher gilt 
für die gegebene Figur: 

a) Die Sehne m zwei Berührenden ist Polare ihres Schnitt- 
punktes. 




Fig. 84. 
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Fig. 86. 





Fig. 86. 



Je näher ein Punkt dem Umfang des Kreises liegt^ desto näher 
auch seine Polare. 

b) Der Fol einer Berührenden ist ihr Berührungspunkt, 

4. a) Die Sehnen cmf den Strahlen eines Punktes werden durch 
ihn und seine Polare harmonisch geteilt 

Denn wenn zunächst der Punkt P innerhalb des Kreises liegt, 
so bringt eine Abbildung I den Punkt in den Mittelpunkt Pi^der 
Sehne C^D^ und 
den Schnittpunkt R 
der Polare in un- 
endliche Entfer- 
nung, woraus die 
harmonische Tei- 
lung nach S. 82, 4 a 
folgt. — Liegt der 
Punkt P aufserhalb 
des KJreises, so 
macht eine Abbil- 
dung II alle Strah- 
len durch ihn paral- 
lel, und die Polare 
des Punktes wird 

der zu dieser Richtung senkrechte Durchmesser, der die Sehnen 
halbiert, woraus wie oben die harmonische Teilung der Strahlen folgt. 

Da die harmonischen Punkte in dem Bilde eben solche bleiben, 
so folgt für den Fall, dafs der Kreis als Kreis abgebildet wird: 

b) Pol tmd Polare bleiben auch in dem Bude Pol und Polare. 
Indem wir von der in § 30 eingeführten Redeweise Gebrauch 

machen, können wir nun dem in 2 betrachteten Fall der Abbildung 
auch folgenden Ausdruck geben: 

c) Der Mittelpunkt eines Kreises und die unendlich ferne Gerade 
entsprechen einander als Pol und Polare, 

d) Ein Kreisdu/rchmesser und der tmendlich ferne Punkt a/afder zu ihm 
serikrecMen Richtung entsprechen 
einander als Pola/re und Pol, ^^ y \q. 

6. Ziehen wir einen Kreis 
und in seinen Schnittpunkten 
mit den Strahlen eines ge- 
gebenen Punktes P die Be- \_^,;>- i 
rührenden, so macht eine -"^ i 

Abbildung I, falls der Punkt 
innerhalb des Kreises liegt, 
ihn zum Mittelpunkt P^. Hier- 
durch werden die Sehnen als Durchmesser und die Berührenden als 





Fig. 87. 



§ 34. Vn. Eap. Abbildung von geradl. Figuren u. Yom Ereis als Exeis. 87 



Parallelen abgebildet, deren Fluchtpunkt in der ersten Figur auf der 
Fluchtgeraden, d. i. auf der Polaren zu P liegt. — Falls der gegebene 
Punkt P aufserhalb liegt (Fig. 88), macht eine Abbildung 11 die Strahlen 
des Punktes parallel, die 
Polare des Punktes zu einem 
Durchmesser, der auf dieser 
Richtung senkrecht steht und 
der, als Mittellinie der Figur, 
den Schnittpunkt der Be- 
rührenden auf seiner Verlän- 
gerung enthält. Daher liegt 
der Schnittpunkt in der ur- 
sprünglichen Figur ebenfalls 
in der Polare des Punktes. 

Die Berührenden in den Schnittpimkten eines jeden Strahles von 
einem Punkt schneiden einander auf der Polare des Punktes, 

6. Bestimmt man von beliebigen Strahlen eines Punktes im 
Innern des Kieises die Pole, so macht eine Abbildung I die Strahlen 
zu Durchmessern und bringt deren Pole in unendliche Entfernung, 
zwingt also die Pole in der Vorlage auf die Polare des gegebenen Punktes. 
Liegt der Punkt aufserhalb des Kreises, so macht eine Abbildung 11 die 
Strahlen parallel und bringt deren Pole auf den zu ihnen senkrechten 
Durchmesser, das Bild der Polare des Punktes. In beiden Fällen folgt: 




Fig. 88. 



a) Für alle Strahlen eines 
Punktes liegen die Pole auf der 
Polare des Punktes. 



a') Für aUe Punkte einer Ge- 
raden gehen die Polaren durch den 
Pol der Geraden, 



§ 34. Der Kreis mit Viereck nnd Vierseit, Sechseck nnd Sechsseit. 



1. Entwirft man (Fig. 89) das 
Bild eines Kreises mit dem Sehnen- 
viereck AB CD so, dafs der Kreis 
als Kreis abgebildet wird, während 
die Nebenecke JB, die innerhalb 
des Kreises liegt, Mittelpunkt wird, 
so werden AG und BD Durch- 
messer, und jeder Umfangswinkel 
über ihnen wird ein Rechter; somit 
wird das Bild des Sehnenvierecks ein 
Rechteck, und die Bilder der Neben- 
ecken Q und S fallen in imend- 
liche Entfernung, da die Seiten 
paarweise parallel werden. Es ist 
somit P der Pol zu ^Ä Da zugleich 



1'. Entwirft man (Fig. 89) das 
Bild eines Kreises mit dem be- 
rührenden Vierseit ahcd so, dafs 
der Kreis als Kreis abgebüdet wird, 
während die Nebenseite r^, die 
aufserhalb des Kreises liegt, in un- 
endliche Entfernung fällt, so wird 
das Bild des Vierseits ein Parallelo- 
gramm; aus der Gleichheit seiner 
Gregenseiten und der der Abschnitte 
der Berührenden von einem Punkt 
folgt, dafs alle Seiten gleich und 
das Vierseit eine Raute. Der 
Schnittpunkt P der beiden andern 
Nebenseiten wird als Schnittpunkt 
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das Bild von RQ ein za dem Bild 
TOa BS senkrechter DurclimeBBer 
ist, so ist auch S der Pol zu MQ^ 
ebenso Q der Pol zu BS. 



In dem S^nenviereck ist die 
Verbindungsgerade «weier Neben- 
&:ken Polare der dritten N^)etiecke. 



der Eckenlinien der Baute zugleich 
Mittelpunkt des eingeschriebenen 
Kreises. Daher ist r^ Polare zu B. 
Da zugleich die andern Neben- 
Seiten als zu einander senkrechte 
Durchmesser abgebildet werden, 
so ist AiCi Polare zu Q undB,i)^ 
Polare zu S. 

In dem berührendem Vierseit ist 
der SchniüpuKkt zweier Näiens^ten 
Pol der dritten Nebensäte. 




2. Ziehen wir noch in den 
Ecken des Vierecks ABCD die 
Berührenden, so folgt ebenfalls 
leicht aus dem Bild, daTs die Schnitt- 
punkte der Berührenden zweier 
Punkte auf den Geraden BS, SQ, 
QB liegen. 



2'. Zeichnen wir noch das 
durch die Berührungspunkte be- 
stimmte Sehnenviereck, so folgt 
aus dem Bild, dafs die Berühnmgs- 

sehnen je zweier Seiten einander 
paarweise in den Schnittpunkten 
r,s,, s,q,, q^r^ schneiden. 



Vier Punkte dnes Kreises und deren Berührenden hesUmmen ein 
Sdmenviereek und ein berührendes Viersmt, 



in denen die 2fä>easeiten des letz- 
tem <mf die Verbindungsgeraden der 
Nebenecken des erst&-en fallen. 

Z. Sechs Punkte eines Kreises 
133456 bestimmen durch die Ver- 



in denen die Nebenecken des ersteren 
in die Schnittpunkte der Nebenseiten 
des letzteren faUen. 

3'. Sechs Berührende eines 
Kreises IIIIU IV V VI bestim- 
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bindungsgeraden je zweier aufein- 
ander folgenden Punkte ein Sechs- 
eck. Für die Schnittpunkte der 
drei Paare von Gegenseiten, P von 
12 und 45, Q von 23 und 56y 
R von 34 und 61 gilt der Satz 
von Pascal (1640): 

In jedem Sehnensechseck eines 
Kreises liegen die Schnittpunkte der 
drei Paare von Gegenseiten auf 
einer Geraden, 



men durch die Schnittpunkte je 
zweier aufeinander folgenden Ge- 
raden ein Sechsseit. Für die 
Verbindungsgeraden der drei Paare 
von Gegenecken, p von I II und 
IVV, q von II III und V VI, 
r von III IV und VII gilt der 
Satz von Brianchon (1806): 

In jedem berührenden Sechsseit 
eines Kreises gehen die Verbindungs- 
geraden der drei Faare von Gegen- 
ecken durch einen Punkt 




Fig. 90 a. 




Um zunächst den Satz vom Sechseck zu beweisen, bilden wir den 
Kreis so als Ej-eis ab, dafs die Gerade PQ in unendliche Entfernung 
rückt, dafs also 12 || 45, 23 | 56 wird. Da dann 
Bogen 234 = 561 und 612 = 345 ist (I § 28, 4), 
so ergiebt die Summe, dafs Bogen 61234 = 34561, 
Zieht man diese Bögen von dem ganzen Umfang 
ab, so folgt: Bogen 456 = 123, somit 61 \\ 34, d.>. 
der Schnittpunkt dieser beiden Geraden liegt in dem 
Bild ebenfalls auf der unendlich fernen Geraden. 
Daher mufs in der ersten Figur der Schnitt B auf 
der Fluchtgeraden PQ liegen. 

Der Lehrsatz gilt jedoch nicht blos für den Fall, dafs die sechs 
Punkte in der Ordnung des Umlaufs der Kreislinie aufeinander folgen; 
die Beihenfolge ist willkürlich. Dabei kann die Schnittgerade, die sog. 
Pascal'sche Gerade, möglicher Weise den Kreis schneiden, sodafs 
die angegebene Abbildung nicht möglich ist. Liegt nur ein Schnittpunkt 
aufserhalb des Kieises, wie in Fig. 90, b der von 34 und 61, so 
bilde man so ab, dafs, während das Bild des Kreises Kreis bleibt, 
der Schnittpunkt von 34 mit 61 in unendliche Entfernung fällt. 
Dann ist Bogen 14 = 36, also Bogen 614 = 361, somit ^ 5 == ^ ^, 
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QF25 ein Sehnenviereck, sodaXs nun auch -^ QP5 == Q25 = <^ 325 
= 345, ^ QP5 = 345, QP || 34 || 61-, hieraus aber folgt, dafs in 
der ersten Figur 61, 34 und PQ durch einen Punkt gehen. 





Fig. 90 b. 



Fig. 90 bi- 



Fallen alle drei Schnittpunkte in den Kreis, wie in Fig. 90c, 
so bilden wir den Kreis als Kreis so ab, dafs in dem Sechseck 




Fig. 90 c. 



123654 der Schnittpunkt P^ von 12 und 65 und der Schnittpunkt 
Q^ von 23 und 54 in unendliche Entfernung fallen, dafs also 12 || 65, 
23 II 54 wird. Dann ist Bogen 15 = 62, 53 = 24, also 153 = 624, 




oo 



Fig. 90 Ci. 




somit 36 II 41j woraus folgt, dafs der Schnittpunkt i? von 41 und 
36 m der ersten Figur auf der Geraden P^Q^ liegt. Dann liegt das 
Dreiseit 14P bestrahlt von 63 Q (nach S. 75, i'). Daher geht die 
Gerade 61 durch den Schnittpunkt i? von PQ und 34 als dem 
Strahlpunkt. 

Wenden wir uns zweitens zu dem berührenden Sechs seit, so wird 
in einem Bild des Kreises als Kreis, in dem zwei Paar Berührungssehnen 
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parallel sind, nach Vorangehendem auch das dritte Paar parallel; also 
fallen die Verbindungsgeraden der Kreismitte mit zwei gegenüber- 
liegenden Schnittpunkten der Berührenden aufeinander (I, § 27, 5); 
somit schneiden einander die drei Verbindungsgeraden der gegenüber 
liegenden Schnittpunkte im Mittelpunkt, daher auch in der ersten 
Figur in einem Punkt. 

Übrigens sind auch p, q, r die Polaren der Schnittpunkte der 
Berührungsehnen zu III und IV F, II III und V VI, III IV und 
VII Da diese Schnittpunkte auf einer Geraden liegen (nach dem 
Satz von Pascal), so schneiden einander pqr in einem Punkt (S.87, 6 a'). 



Achtes Kapitel. 

Die Eegelsobnitte als Bilder des Kreises. 

§ 35. Arten der Kegelschnitte. 

1. Kegelschnitt heifst jedes Bild eines Kreises sowie das Bild 
eines solchen Bildes (den Kreis selbst natürlich mit eingeschlossen). 

AQe Eigenschaften des Kreises und der Figuren am Kreis, die 
bei der Abbildung sich nicht ändern, haben ihre Giltigkeit für die 
Kegelschnitte. Gemäfs S. 83, i folgt somit: 

a) Eine Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes schneidet diesen 
entweder in zwei Punkten, oder sie berührt ihn, oder sie hat Jceinen Punkt 
mit dem Kegelschnitt gemein, 

b) Von einem Pmikt in der Ebene eines Kegelschnittes können an 
diesen entweder moei Berührende gebogen werden, oder keine, oder 
eine — das letztere nämlich, sobald der Punkt amf dem Kegelschnitt 
selbst liegt 

Im ersteren Fall sagt man, der Punkt liege aufs er halb des 
Kegelschnittes^ im zweiten Fall innerhalb. 

2. Wird ein Kreis oder Kegelschnitt so abgebildet, dafs eine 
Gerade, die ihn nicht schneidet. Fluchtgerade wird, so hat das 
Bild keinen unendlich fernen Punkt und heifst Ellipse (Fig. 92 a); 
berührt die Fluchtgerade die Vorlage, so hat das Bild einen unendlich 
fernen Punkt und eine unendlich ferne Berührende und heifst Parabel 
(Fig. 92 b); schneidet die Fluchtgerade die Vorlage, so hat das Bild 
zwei unendlich ferne Punkte und heifst Hyperbel (Fig. 92 c). Im 
letzten Fall heifsen die Bilder der Berührenden jener Schnittpunkte 
die Asymptoten des Kegelschnittes; dieselben sind als Berührende 
aufzufassen, deren Berührungspunkte in uneüdliche Ferne hinaus- 
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gerückt sind, denen sich also der Kegelschnitt mehr und mehr nähert, 
ohne sie in endlicher Entfernung zu erreichen. 




Fig. 92 a. 

Da bei einer Abbildung nur eine Gerade in unendliche Ent- 
fernung hinausrücken kann und umgekehrt unendlich ferne Punkte 
im Bild wieder hereinkommen, so folgt aus a, dafs jeder Kegelschnitt 
einer der drei genannten Formen angehören mufs. 

3. Ist S der Strahlpunkt, a die Bildaxe und f die Fluchtgerade, 
so findet man zu einem Pimkt P 

der Vorlage das Bild, indem man 
durch den Punkt P eine Ge- 
rade p in der Vorlage zieht, 
die die Axe in Qy die Flucht- 
gerade in F schneide. Das 
Bild dieser Geraden ist die durch 
Q parallel zu SF gezogene Ge- 
rade. Der Schnittpunkt dieser 
Geraden mit dem Strahl SP 
ist das Bild des Punktes P. 
Wählt man als Gerade p die 
Berührende in P, so ist deren 
Bild ebenfalls Berührende. 

4. Bei der Ellipse und Parabel erhält man alle Punkte des Bildes 
durch die Halbstrahlen des Strahlpunktes nach den Punkten der Vor- 
lage; bei der Hyperbel dagegen erhält man nur den Teil einerseits der 




Fig. 92 b. 
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Fluehtgeraden auf diese Weise, den andern Teil aber durch die 
Gegenstrahlen der betr. Punkte. Deshalb liegen bei der Ellipse und 
Parabel wie beim 
Ereis alle Punkte 
desEegelschnittes 
einerseits von 
einer Geraden, 
die den Kegel- 
schnitt in einem 
Punkt berührt 
oder in keinem 
Punkt trifft; da- 
gegen besteht die 
Hyperbel aus zwei 
Teilen, die je 
auf den Gegen- 
seiten solcher 
Geraden liegen. Fig. 920. 




§ 36. Mittelpunkt, Durchmesser nnd zugeordnete Sehnen. 

1. Die Bilder harmonischer Punkte sind wieder solche; somit 
folgt aus S. 86, 4 a: 

a) Auf dUen Strahlen eines Punktes, die einen Kegelschnitt schneiden, 
werden die Sehnen dwrch den Punkt und eine einzige Gerade harmonisch 
geteilt. 

Diese Gerade, auf welcher die dem Punkt harmonisch zugeordneten 
Punkte Hegen, heilst die Polare des Punktes; der Punkt selbst 
heüfit ihr Pol. 

Auch die in § 33, 3, 6 u. 6 und § 34 gegebenen Sätze gelten für 
die Kegelschnitte, da sie sich nur auf Pol und Polare und die Schnitt- 
punkte von Geraden beziehen. 



b) Zur Bestimmung der Polare 
eines Punktes P kann daher ein 
Sehnenviereck gezeichnet werden, 
von dem der Punkt eine Nebenecke 
ist; die Polare ist dann die Ver- 
bindungsgerade der beiden andern 
Nebenecken. 

c) Liegt der Punkt aufser- 
halb des Kegelschnittes, so ist da- 
mit auch die Aufgabe gelöst, für die 



b') Um zu einer beliebigen 
Geraden den Pol zu finden, nimmt 
man zwei Punkte der Geraden als 
Ecken eines berührenden Vierseits; 
der Schnittpunkt der beiden andern 
Nebenseiten giebt dann den ge- 
suchten Pol. 

c') Schneidet die Gerade den 
Kegelschnitt, so ist hiernach auch 
die Aufgabe gelöst, für die in den 
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von dem Punkt ausgehenden Be- Grenzpunkten einer Sehne gezogenen 
ruhrenden die Berührungspunkte zu Berührenden den Schnittpunkt zu 
bestimmen. Es können hierzu auch finden. 
drei Strahlen des Punktes benützt 
werden. 

2. Bei der Abbildung eines Kreises oder Kegelschnittes wird 
immer das Bild einer Geraden der Vorlage in unendliche Entfernung 
hinausrücken, nämlich das Bild der Pluchtgeraden /*, welche durch 
die zur Bildebene parallele Strahlebene bestimmt ist. Auf den Strahlen 
durch den Pol M (Fig. 93) der Fluchtgeraden rücken die ihm har- 
monisch zugeordneten Punkte im Bild in unendliche Entfernung, somit 
das Bild des Punktes selbst in die Mitte aller durch ihn gezogenen 
Sehnen. Bei der Ellipse liegt dieser Mittelpunkt im Innern, da 
die Fluchtgerade die Vorlage nicht schneidet; bei der Hyperbel 
liegt er aufsen, im Schnittpunkt der Asymptoten, da diese die Bilder 
der Berührenden in den Schnittpunkten XT der Fluchtgeraden sind, 
somit (nach S. 85, 3 a) ihr Schnittpunkt Pol der Berührungssehne ist. 
Bei der Parabel ist der Pol der Fluchtgeraden ihr Berührungs- 
punkt (nach S. 86, 3 b), sein Bild fällt somit ebenfalls in unendliche 
Entfernung. 

a) Die Ellipse und die Hyperbel hat einen Mittelpunkt, das BUd 
des Poles der Fluchtgeraden der Vorlage. In der Hyperbel ist der 
Schnittpunkt der Asymptoten der Mitteilpunkt. 

3. Alle durch den Mittelpunkt eines Kegelschnittes gezogenen 
Sehnen heifsen Durchmesser desselben. In der Parabel heifsen 
Durchmesser die zu einander parallelen Halbstrahlen nach dem un- 
endlich fernen Punkt, d. h. die Bilder der Sehnen des Berührungs- 
punktes der Fluchtgeraden. 

Da ein Durchmesser AB das Bild einer Sehne AB ist, die durch 
den Pol M der Fluchtgeraden geht, so müssen die Berührenden in A 




Fig. 93 a. 




Eig. 93 b. 



und B sich in der Vorlage auf der Polare zu M schneiden (S. 86, 5), 
d. i. auf der Fluchtgeraden, sie müssen also im Bild parallel sein. 

a) Die Berührenden an den Grenzpunkten eines Durchmessers 
sind pa/rallel. 
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Die Bichtung der Berührenden an dem Grenzpunkte eines Durch- 
messers heifst diesem Durchmesser zugeordnet (konjugiert); ebenso 
heifst jede mit der Berührenden parallele Sehne PR. 

In der Vorlage schneiden einander diese Berührenden und Sehnen 
in F auf der Fluchtgeraden, und AB teilt als Polare zu F die Sehne 
PR harmonisch in Q, Im Bild fällt F in unendliche Entfernung; 
somit fallt der zugeordnete Punkt Q in die Mitte der Sehne. 

b) Ein Durchmesser halbiert aile ihm isiyeordneten Sehnen, 
und umgekehrt: 

c) Wird eine Sehne von einem Durchmesser halbiert^ so ist sie 
ihm zugeordnet. 

4. Da die zu AB zugeordnete Sehne PR in der Vorlage durch 
den Pol F der Geraden AB geht, so müssen die Berührenden in den 
Grenzpunkten von PR einander in der 
Polare des Punktes Fy d. i. auf der Ge- 
raden AB schneiden (S. 86, 5). D. h.: 

a) Die BerüJirenden in den Grenz- 
punkten der \inem Durchmesser zugeord- 
neten Sehnen schneiden einander paarweise 
auf dem Dwrchmesser. 

Insbesondere müssen hiemach die Be- 
rührenden in den Grenzpunkten des zu- 
geordneten Durchmessers CD einander in 
dem imendlich fernen Punkt des ersten 
Durchmessers AB schneiden; daher ist dieser dem Durchmesser CD 
zugeordnet. Damit ist bewiesen: 

b) Wenn ein Dwrchmesser einem andern zugeordnet ist, so ist 
auch letzterer dem ersteren zugeordnet. 

6. Verbindet man den Punkt S (Fig. 93) mit der Mitte Q der 
Sehne PR der zugehörigen Berührenden, so erhält man die Richtung 
eines Durchmessers SQ 
(3 c und 4 a), dem die Sehne 
PR, die Polare zu S, 
(S. 85, 3 a) zugeordnet ist. 

Die Polare eines Punktes 
hat die dem Durchmesser 
desselben zugeordnete Rich- 
tung. 

Für den inneren Punkt P 
(Fig. 94) und dessen äufsere 
Polare RS gilt nämlich 

dasselbe, da die letztere die dem Durchmesser APC zugeordnete Sehne 
BPD harmonisch teilt; der Schnittpunkt mit der Polare mufs in 
unendliche Entfernung fallen, da P Mittelpunkt ist. 




Fig. 93 c. 




Fig. 94 a nnd 94 b. 
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6. Für die Parabel und Hyperbel ergeben sich besondere Eigen- 
schaften in Bezug auf die unendlich ferne Berührende oder Schnei- 
dende. So folgt für die Parabel, in der BD Polare zu Q ist und 
QAPC(x> ein Durchmesser, in der also ein Grenz- 
punkt des Durchmessers in unendliche Entfernung 
rückt; die Gleichheit QÄ = AP, d. h.: 

a) Die Parabel halbiert die Strecke vom Schnitt 
punJct zweier Berührenden nadi dem MiiMpunkt der 
Berührungssehne, 

In der Hyperbel sind die Asymptoten MX<x> und 
MYao (Fig. 93, b) die Büder der Berührenden MX 
und MT der Fluchigeraden XT, und ein Durchmesser ist das Bild 
einer Sehne AB, die durch M geht und deren Pol F der Schnitt- 
punkt der Fluchtgeraden mit den Berührenden in A und B ist. Daher 
wird XY durch F und AB harmonisch geteilt; MF, MX, MA und 
MY sind vier harmonische Strahlen in Vorlage und Bild. D. h.: 

b) In der Hyperbel bilden 
die Asymptoten mit einem Dv/rch- 
messer und der zugeordneten Eich- 
tung vier harmonische Strahlen. 

Hieran schliefst sich ein für 
die Bestimmung von Punkten der 
Hyperbel brauchbarer Satz: 

c) Die Abschnitte einer Ge- 
raden zwischen der Hyperbel und 
ihren Asymptoten sind einander 
gleich. 

Denn die Sehne VN wird 
durch den zugeordneten Durchmesser QP halbiert, NP = PV, und 
ebenso der Abschnitt der Geraden zwischen den Asymptoten, 
WP = PZ, da der zu P harmonisch zugeordnete Punkt in unend- 




Pig. 96. 





Fig. 97 a. Fig. 97 b. 

liehe Entfernung fällt, weil der zugeordnete Durchmesser QS || WZ 
ist. Daher ist WP — NP^PZ—PV oder WN = VZ. 
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Eine ebenso einfache Beziehung^ wie die eben abgeleitete, ergeben 
auch zwei Berührende a und h (Fig. 97) und die Asymptoten c, d. 
Diese vier Geraden bilden ein berührendes Vierseit Ä^B^C^D^, wobei 
eine Seite des zugehörigen Sehnenvierecks ÄBCoq -0« in unendlicher 
Entfernung liegt. Daher mufs (nach S. 88, 2') der Schnittpunkt der 
Nebenseiten B^^D^ und JE^F^ in den Schnittpunkt von AB und 
C'oo-Dao, d. i. in unendliche Entfernung fallen, m. a. W.: 

d) Die VerJnndtmgsgeradm der SchniUpunkte zweier Berührenden 
der Hyperbel mit den Asymptoten sind parallel (der Berühnmgssehne). 





Fig. 98 a. 



mg. 98 b. 



Hiemach lassen sich zu den Asymptoten und einem gegebenen 
Punkt (oder einer geg^enen Berührenden) weitere Punkte oder Berüh- 
rende zeichnen, wie in Fig. 98 a und b angedeutet. 



§ 37. Bestimmung der Eegelsclinitte durch Punkte und Berührende. 

1. Die für aUe Kegelschnitte geltenden Sätze von Pascal wnd 
Bria/nchon (S. 89, 3 und 3') können dazu dienen, die Aufgaben zu lösen: 



Zu fünf Pu/nkten eines Kegel- 
schnitts ist ein sechster zu finden. 

Die fünf gegebenen Punkte seien 
12345, und der gesuchte Punkt 
sei der Schnittpunkt eines beliebig 
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durch 5 gezogenen Strahles mit 
dem Kegelschnitte. Der Schnitt- 
punkt von 12 und 45 sei P, der 



Zu fünf Berührenden eines Kegel- 
schnitts ist eine sechste zu finden. 

Die fünf gegebenen Berührenden 
seien I II III IV F, und die ge- 
suchte Berührende schneide die Be- 
rührende V in dem beliebigen 

Punkt öl- Die 

Verbindungs- 
gerade p der 

Schnittpunkte 
I II und IT r 
und die Verbin- 
dungsgerade von 
II III mit Q^ 
schneiden ein- 
ander in einem Punkt 8*, dann 
mufs nach Brianchon die sechste 
Berührende mit der ersten in dem 




Fig. 100. 



SCenrioi u. Trentlein, Elementargeometrie m. 8. Aufl. 
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von 23 und dem Strähl durch 5 
Bei Qy und FQ (oder s) werde von 
34 in i2 getroffen; dann mufs 
nach Pascal der sechste Punkt 
auch auf IB liegen, also der 
Schnittpunkt von IB, und Q5 sein. 

Indem man^ die Gerade s sich 
um P drehen lälst, gleiten die 
Schnittpunkte JQ und JB auf 23 
und 3 4 hin, und man erhält durch 
die Verbindungsgeraden dieser 
Punkte mit 5 imd 1 beliebig viele 
Punkte des Kegelschnitts. 

2« Bücken zwei auf einander 
folgende Punkte des Sehnensechs- 
ecks einander unbeschränkt nahe, 
so wird die betr. Seite eine Be- 
rührende, wobei nun der Pascal*sche 
Satz auch für diese Gerade gilt. 

Hiemach lassen sich nun die 
a) In einem von fünf gegebenen 
Punkten eines Kegelschnitts ist die 
Berührende m zeichnen. 



Punkt B^ zusammentreffen, wo die 
Yerbindungsgerade r von 8 und 
III IV die Berührende I schneidet. 




Fig. 101. 

Wir numerieren die fünf Punkte 
so, dafs der Punkt, in dem die 
Berührende gezogen werden soll, 
die Nummer 1 und 6 erhält, 
zeichnen die Pascalsche Gerade 
BQ, auf welcher durch 34 ein 
Punkt B der Berührenden erhalten 
wird. 



Indem man den Punkt 8 auf p 
hingleiten läfst, drehen sich q und 
r um Q und B, und man erhält 
durch den Schnittpunkt dieser 
Geraden mit V und I beliebig viele 
Berührende des Kegelschnitts. 

2'. Rücken die Berührungs- 
punkte zweier auf einander fol- 
genden Berührenden einander un- 
beschränkt nahe, so wird ihr 
Schnittpunkt selbst Berührungs- 
punkt, ohne dafs der Satz von 
Brianchon seine Geltung verliert. 
Aufjgaben lösen: 

a') Auf einer von fünf gegebenen 
Berührenden .eines Kegelschnitts ist 
der Berührungspunkt zu bestimmen. 




Fig. 102. 

Wir numerieren die fünf Be- 
rührenden so, dafs die Gerade, 
deren Berühmngspunkt gefunden 
werden soU, die Nummer I und VI 
erhält, bestimmen den Brianchon- 
schen Punkt pq, durch den mit 
III IV die Gerade r nach dem 
Berührungspunkt erhalten wird. 



Ebenso köimeil die folgenden Aufgaben gelöst werden, indem bei 
gröfserer Zahl der gegebenen Punkte der Satz von Pascal, bei gröfflerer 
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Zahl der gegebenen Berührenden der von Brianchon angewendet wird. 
Man giebt im ersteren Fall dem Berührungspunkt einer gegebenen 
oder gesuchten Berührenden zwei auf einander folgende Nummern 
des Sechsecks, ebenso im letzteren Fall der Berührenden, deren Be- 
rührungspunkt gegeben oder gesucht ist. 

Es sind weitere Punkte oder Berührende zu bestimmen, wenn von 
einem Kegelschnitt gegeben sind: 



b) vier Pwikte und die Beruh- 
rende in einem derselben; 

c) drei Punkte und die Berüh- 
rende in zweien derselben. 



V) vier Berührende und der -Be- 
rührungspunkt cmf einer derselben, 
c') drei Berührende und der 
Berührungspunkt auf zweien der- 
selben, 

8. Durch fünf Punkte 12345 eines Kegelschnittes läfst sich 
auTser diesem kein weiterer Kegelschnitt legen. Gäbe es nämlich 
noch einen zweiten, so müfste ein beliebiger Strahl durch 5 (Fig. 99) 
die beiden Kegelschnitte in zwei Punkten x und y schneiden, der 
Art, dafs sowohl 12345x, als 123 45y ein Pascalsches Sechseck 
wäre. Nun ist aber durch die Schnittpunkte von 12 und 45, 23 
und 5xy die Pascalsche Gerade PQ bestimmt und durch deren 
Schnitt R mit 34 auch die Gerade -Bi, auf welcher der sechste 
Punkt liegen mufs. Daher ist dieser Punkt durch den Schnittf)unkt 
des Strahles durch 5 mit Bl eindeutig bestimmt. Jeder Strahl durch 
5 trifft nur je einen Punkt eines einzigen Kegelschnittes. 

In ähnlicher Weise lassen sich die übrigen folgenden Sätze 
ableiten. 

Ein Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt, wenn von ihm gegeben sind: 



a) fünf Punkte; 

b) vier Punkte und die Berüh- 
rende in einem derselben; 

c) drei Punkte und die Berüh- 
renden in zweien derselben. 



a') fünf Berührende; 

V) vier Berührende und der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben; 

c^) drei Berührende rnid die Be- 
rührungspunkte auf zweien der- 



selben*), 

4. Es ist stets möglich, einen Kegelschnitt zu zeichnen zu folgenden, 
beliebig xmgenowmen,en fUmf BesUmmungssHicken (Pwnkten oder Berüh- 
renden) desselben: 



a) zu drei PwnMen umd je einer 
Geraden durch zwei derselben, 

b) zu vier Pwnkten und einer 
Geraden durch einen derselben, 

c) zu fünf Punkten^ 



bT) zu drd Geraden u/nd je einem 
Punkt auf zweien derselben, 

b') zu vier Geraden und einem 
Punkt auf einer derselben^ 

c') zu fünf Geraden, 



unter der Bedingung, dafs nicht 



*) Von hier kann sofort zu § 89 (ausschliefslich § 39 , 7) übergegangen 
werden. . 

7* 
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1') drei Berührende durch einen 
gememsamen Funkt gehen oder parallel 
sind, 

2') zwei Berührende durch einen 
Berührtmgspunkt gehen. 



1) drei Punkte auf einer gemein- 
samen Geraden liegen, 

2) zwei Funkte auf einer Berüh- 
renden liegen. 

Sind zunächst a) zwei Gerade SÄ und SB^ ihre Berührungspunkte A 
und B und ein weiterer Punkt C gegeben, so zeichnet man in den Winkel 
der Geraden, in dem der Punkt C liegt, einen (in Ä^ und B^) berührenden 
Kreis und zieht den Strahl 8C^ der 
den Kreis in C^ trifft. Dann liegt Q 
A ABC bestrahlt von A^ B^ C^ 
(S. 75, 4), wobei SA als Bild von 
SA^ gilt und SB als Büd von SB^ 
(S. 79, 4). Das Bild des Kreises 
ist der Kegelschnitt, der die ver- 
langten Bedingungen erfüllt. 

Sind dagegen b) vier Punkte 
und eine Gerade gegeben, so nume- 
riert man den Berührungspunkt mit 
i^, die andern Punkte mit 3, 45 
und 6 und zeichnet nach Pascal die 

Gerade 45. Zu den Berührenden 1^ 

und 45 und dem Punkt 3 als Bestimmungsstücke giebt es dann nach 
a) einen Kegelschnitt. Den Schnittpunkt dieses Kegelschnittes mit der 
Geraden 56 findet man durch das schon gezeichnete Pascalsche Sechseck, 
d. h. dieser Schnittpunkt ist 6. 

Sind c) fünf Punkte gegeben, so numeriert man sie mit i/2, 5, 4, 5, 6 
und zeichnet nach Pascal die Berührende 1J2, Dann ist nach b) ein Kegel- 
schnitt möglich, dem i^, 5, 4, 5 angehören imd dann auch, wie eben 
angegeben, der Punkt 6. 

Ebenso werden die übrigen Sätze a', b', c bewiesen (vgl. 11 § 2Ö, 4'). 




§ 3S. Bedingungen der bestrahlten Lage zweier Kegelschnitte. 

1. In § 37, 3 wurde die Zahl der Punkte und Berührenden 
angegeben, durch welche ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt ist. 
Wenn in solcher Zahl die Stücke zweier Kegelschnitte paarweise be- 
strahlt liegen, so gilt dies für die Kegelschnitte selbst. Denn bildet 
man den einen Kegelschnitt mit seinen fünf gegebenen Stücken in die 
zweite Figur hinein ab, so erhält man als Bild einen Kegelschnitt, 
welchem die Bilder der Stücke angehören. Dieses Bild des ersten 
Kegelschnittes mufs aber den zweiten Kegelschnitt decken, da durch 
die fünf bestrahlten Stücke nur ein Kegelschnitt möglich ist. 
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Zwei Kegelschnitte liegen gegenseitig bestrahlt, wenn dies paarweise 
für folgende Stücke gut: 



a) fünf Punkte, 

b) vier Punkte und die Berühr 
rende in einem derselben, 

c) drei Pu/nkte und die Beruh- 
rende in zweien derselben. 



sl) fünf Berührende, 
b') vier Berührende und den Be- 
rührungspunkt auf einer derselben, 
c') drei Berührende und die Be- 
rührungspunkte auf zweien der- 
selben*), 

2. Wie ein Kreis der Art als Kreis abgebildet werden kann^ 
dafs ein beliebiger Punkt innerhalb der Kreisfläche zum Mittelpunkt 
wird (§ 33, 2), so ist dies auch für jeden Kegelschnitt der Fall. 

Ist P ein Punkt im Innern des Kegelschnitts, AB dessen Durch- 
messer, CD dessen zugeordnete Sehne, und sind B. und L die äufseren 
Nebenecken des Sehnenvierecks ÄCBD, so errichtet man in deren 
Mitte M die Senkrechte SM = MB und nimmt S als Strahlpunkt. 
Auf einem Strahl 
SA kann dann 
ein Punkt A^ als 
Bild von A an- 
genommen und 
durch ihn die 
Bildebene parallel 
zur Ebene SBL 
gelegt werden. 

Dann wird CD, 
da es parallel zur 
FluchtgeradenUL 
imd der Axe ist, 
auch als Parallele 
Ol Dl abgebildet 
(S. 75, 2 c), 

A,B, II SM, 
somit J_ C^D^, 
B^C, \\SB, daU 

Fluchtpunkt auf BC ist, kurz es ist A P^B^C^i>o MSB, d. h. ein 
gleichschenkeliges rechtwinkeliges Dreieck; A^C^B^D^ ist ein Quadrat, 
um das man einen Kreis beschreiben kann, in dem die Berührende 
in J-i parallel C-^D^, also parallel der Axe und der Berührenden in A ist. 
Somit liegen die vier Ecken des Quadrats und diese Berührende des 
Kreises bestrahlt von den entsprechenden fünf Stücken des Kegel- 
schnittes. Der Kreis ist also das Bild des Kegelschnittes, der Mittel- 




Fig. 104. 



•) Statt des folgenden § 38, 2 bis § 42 kann zur Abwechselung im Unter- 
richt auch Teil II § 26, 8— 14 genommen werden. 
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punkt Pi das Bild von P, während die Polare BL von P im Bild 
in unendliche Entfernung hinausgerückt ist. 

Wir haben hierbei P beliebig im Innern des Kegelschnitts an- 
genommen. Wir hätten ebensowohl von der auTserhalb liegenden 
Geraden RL ausgehen, hierauf ihren Pol P und in der angegebenen 
Weise die Punkte R und L bestimmen können. 

Es folgt hieraus der Satz von Poncelet (1813): 
Mn KegdschniU Jccmn stets als Kreis abgebildet werden, während 
zugleich eine der folgenden Bedi/ngwngen erfüllt ist: 

a) Ein beliebiger Punkt im Innern des Kegelschnittes wird als 
Kreismittelpu/nM abgebildet und seine Polare als unendlich ferne Gerade. 
Der Durchmesser des PunJctes wnd seine zugeordnete Sehne werden als 
zwei zu einander senkrechte Durchmesser abgebildet, 

b) Eine beliebige Gerade aufserhdlb des Kegelschnittes wird als 
imendlich ferne Gerade abgebildet und ihr Pol als Kreismittelpunkt, 
Der der Geraden zugeordnete Durchmesser und die ihr parallele Sehne 
des Poles werden als zwei zu einander senkrechte Durchmesser abgebildet. 

Die Bedingungen für diese Abbildung sind: 

In dem Viereck, das durch den Durchmesser des PunJctes und seine 
zugeordnete Sehne bestimmt ist, zeichnet m^an zu den beiden cmfseren 
Nebenecken eine Mittelsenkrechte und nimmt auf ihr den Strahlpunkt 
in einem Abstand an, der gleich der Hälfte der Strecke zwischen den 
Nebenecken ist. Die Bildebene wird parallel zur Strahlenebene durch 
diese Nebenecken gelegt, 

3. Zum Nachweis, dafs fünf Paare gegebener Punkte oder Be- 
rührenden zweier Kegelschnitte in einer einzigen Ebene gegenseitig 
bestrahlt liegen, ist sowohl die Lage der entsprechenden Punkte auf 
Strahlen des Strahlpunktes,, als die Lage der Schnittpunkte ent- 
sprechender Geraden auf der Axe nachzuweisen (S. 79, 3). 

a) Zwei Kegelschnitte einer Ebene liegen gegenseitig bestrahlt von 
dem Schnittpunkt zweier gemeinsamen Berührenden, wenn beide Kegel- 
schnitte innerhalb eines Winkels dieser Geraden liegen oder innerhalb 
eines Winkels und des Scheitelwinkels. 

Denn die beiden Berührenden entsprechen einander selbst als 
Strahlen des Strahlpunktes (S. 79, 4), imd die Dreiecke aus den 
beiden Paaren von Berührungspunkten und einem Paar der Schnitt- 
punkte eines beliebigen weiteren Strahles liegen gegenseitig bestrahlt 
(S. 75, 4), also im ganzen fünf Stücke. 

Lisbesondere folgt hieraus: 

b) Zwei Kegelschnitte einer Ebene mit gemeinsamer Beruhrungs- 
sehne liegen gegenseitig bestrahlt zum Schnittpunkt der gemeinsamen 
Berührenden als Strahlpunkt und zu der Geraden durch die Berührungs- 
punkte als Axe. 

Zusatz. Wenn in einer Ebene zwei Kegelschnitte so liegen, dafs 
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za einem und demselben Pimkt im Innern der beiden Eegelechnitte die 
beiden nach 2 bestimmten .Vierecke zwei gemeinsame äuTeere S'eben- 
ecken liabea, so können diese Kegelschnitte als Büder zweier Kreise mit 
einem Mittelpunkt aufgefaTst werden der Art, dafs der genannte Pmikt 
als Kreismittelpnnkt abgebildet wird und seine Polare Fluchtgerade fOr 
die unendlich fernen Punkte der Ebene beider Kreise ist. Wie beide 
Kreise g^enseitig bestrahlt sind in Bezug auf ihren Mittelpunkt als 
Btrahlpunkt, so gilt dies auch fOr beide Kegelschnitte in Bezug auf jenen 
Punkt als Strahlpunkt und seine Polare als Axe, (Vgl. Fig. 106 a und b.) 

§ 39. Axen, Brennpunkte und Leitgeraden. 
1. Um den Übergang zu Termitteln von solchen Eigenscbaiten 
der Punkte und Qsraden in Kegelschnitten, die sich ,bei der Abbildung 
unmittelbar Ton der Vorlage auf das Bild übertragen lassen, zu solchen 



Eigenscbftftfflt, für welche dies jiicht der Fall ist, benutzen wir zwei 
Eegelscbnitte einer Ebene mit gemeinsamer BerOhrungssehne XT. 

Es seien AB und A^B^ 
Sehnen des einen und Be- 
rührende des andern Kegel- 
schnittes. Wir bilden die Figur 
so ab, daJi die Berührunga- 
sehne XY Fluchtgerade wird; ^ 
dann sind die Bilder der Kegel- 
schnitte Hyperbeln mit gemein- 
samen Asymptoten OX» und 
OY^. Der Schnittpunkt S der 
beiden Berührenden AB und 
A^B^ liegt auf dem der Be- 
rührungsaehue TT, zugeordneten 
Durchmesser OS (S. 95, la), der die Sehne TT^ halbiert, der also 
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aucli darch die Mitten von allen zu TT^ parallelen Strecken geht, die 
Ton AB und A^B^ begrenzt sind. Der DurcluneBser 08 halbiert 
aber anch die von den Asymptoten begrenzten Strecken solcher 
Parallelen, da im Winkel der Asymptoten der zu TT^ parallele 
Strahl harmonisch zugeordnet zu OS ist (S. 96, 6 b). Duher sind 
auch auf der durch A zu TTj parallel gezogenen Geraden die Strecken 
zwischen den Asymptoten und den Geraden AS und BjS einander 
gleich. Daraus folgt (nach S. 96, ö c), dafs dirae Parallele die Gerade 
SB^ in einem Punkt der durch A gehenden Hyperbel schneidet, 
d. h. eben im Fimkt f^; es ist also ÄB^ | TT^. Ebenso folgt 
AiB II TTj 1 ABl. In der Vorlage schneiden somit AB^ und A^B 
einander in einem Punkt L der Geraden XY. 

Verbindet man mm weiter A und A^ mit einem Funkt P von 
X Y und Terrollständigt die Sehnendreiecke A CB und ^ C, JB, , so 
bildet B^ACBAiCi ein PascalBches Sechseck mit L und P ijs Schnitt- 
punkten der G^enseiten B^A und BAi, AC und A^Ci. Daher muTs 
auch der Schnittpunkt Ton CB und C,B, auf PL oder XY li^en. 

a) Wenn in einem Kegdschniü ein Dreieck so bewegt wird, dafs 
seine Ecken stets auf dem K^elschnitt bleiben, eine Seite desselben stets 
einen ew&ien Kegelschnitt berührt, der mit ersterem eine Bervhrvngss^ne 
gemeinsam hat, während eine zweite Seite des Dreiecks stets durch einen 
bestimmten Punkt dieser Geraden geht, so dreht sich auch die dritte Smte 
um einen bestimmte Punkt der Geraden. 

b) Die berührende Seiiensirecke des Dreiecks wird durch den Be- 
rührungspunkt und den Sdmif^nkt der Geraden harmonisch geteilt. 

Das letztere folgt daraus, dafs im Bild auch AT ^ TB ist 
(S. 96, 6 c), während der Schnittpunkt von AB mit XY in unendliche 
Entfernung fallt. 

Man erhält daher T, indem man AB and PB zieht und deren 
Schnittpunkt mit C verbindet; diese Verbindungsgerade trifft AB in T. 
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Zusatz. Der Satz gilt auch für zwei Kegelschnitte von der im 
Zusatz zu § 38, 3 angegebenen Lage (Fig. 106 a), wobei an Stelle der 
Berührungssehne die Verbindungsgerade der äufseren Nebenecken tritt. Der 
Beweis ergiebt sich leicht aus der Abbildung (Fig. 106 b). 

2. Axen. Beschreiben wir um den Mittelpunkt M einer Ellipse 
oder Hyperbel einen Kreis, der jene in zwei Punkten A und B 
schneidet, so mufs derselbe auch durch die gegengesetzten Punkte A^ 
und B^ gehen. Die Durchmesser 88^ || BA^ 

und W^\ AB halbieren die Sehnen AB und 
BA^y sind also einander zugeordnet, wobei 
AB _L BA^ . 

a) In der Ellipse und Hyperbel giebt es 
zwei zu eincmder senkrechte zugeordnete BicJir 
tu/ngen. 

Die Durchmesser dieser Richtungen heifsen 
Axen des Kegelschnittes. 

b) In der Hyperbel halbieren die Axen, 
die Winkel der Asymptoten, da die zugeord- 
neten Durchmesser und die Asymptoten vier harmonische Strahlen 
bilden (S. 96, 6b und S. 83, ob). Von beiden Axen trifft jedoch 
nur eine die Hyperbel; sie heilst reelle Axe. 

Beschreibt man um eine (reeUe) Axe als Durchmesser einen Kreis, 
so hat derselbe mit dem Kegelschnitt in den Grenzpunkten der Axe 
auch die Berührenden gemeinsam; dieser Kreis kann also den Kegel- 
schnitt in keinem weiteren Punkt treffen, da er andernfalls mit ihm 
ganz zusammenfallen müfste (S. 99, 2 c). Der Kreis schliefst somit 
den Kegelschnitt entweder ganz ein oder ganz aus; jeder andere 
Durchmesser mufs daher im ersten Fall kleiner, im zweiten gröfser 
als die betreffende Axe sein. Bei der Ellipse unterscheiden wir hier- 
nach die kleine und grofse Axe, als kleinsten und gröfsten Durch- 
messer; bei der Hyperbel ist die reelle Axe der kleinste Durchmesser. 

Zugleich folgt hieraus, dafs ein Kegelschnitt, 
mit Ausnahme des Kreises, nur ein Paar zueinander 
senkrechter zugeordneter Durchmesser haben kann. 

Ziehen wir in einer Parabel eine Sehne s senk- 
recht zu einem Durchmesser a^, so heifst der ihr 
zugeordnete Durchmesser a die Axe der Parabel. 
Da in der Parabel alle Durchmesser parallel sind, 
so hat sie auch nur eine Axe. 

Die Grenzpunkte der grofsen Axe einer Ellipse, die der reellen 
Axe einer Hyperbel und den Grenzpunkt der Axe einer Parabel nennt 
man die Scheitel dieser Kegelschnitte. 

3. Brennpunkte der Ellipse und Hyperbel. Ein um die 
grofse Axe der Ellipse (Fig. 109 a) oder die reelle Axe einer Hyperbel 




Fig. 108. 
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(Fig. 109 b) als Durchmesser beschriebener Ereis hat mit dieser eine Be- 
rührungssehne gemeinsam. Bewegt man daher ein Sehnendreieck ABC 
dieses Kreises so, dafs eine Seite AB den Kegelschnitt berührt, eine 
zweite J.C durch den Mittelpimkt des Kegelschnittes geht, so geht 
auch die andere BC stets durch einen bestimmten Punkt F der Axe (1). 




Fig. 109 a. 

Dieser Punkt heifst Brennpunkt des Kegelschnittes. Läfst man die 
Seite BCi durch den Mittelpunkt gehen, so ergiebt AC^ einen zweiten 
Brennpunkt F^^. Da AC^ \\ BC, als Senkrechte zu AB, und Ab, AO 
= OC, so ist auch F^O = OF. 

Es ist nun ^ABC = B = BAC^] daher gilt für die Brenn- 
punkte der Satz: 

a) Die Brennpunkte der EUipse oder Hyperhd sind zwei Punkte 
der Axe (in gleichem Abstand vom Mittelpunkt) von der Eigenschaft, dafs 
die Fufspunkte ihrer auf die Berührenden gefällten Senkrechten auf 
einem Kreis liegen, und ewa/r auf dem Kreis, der um den Scheitel- 
abstand als Durchmesser gelegt wird. 

Hiemach lassen sich IMipse und Eyperhel iei gegebenen Brenn- 
punkten und Scheiteln als Gebilde von Berührenden zeichnen. 

Der Abstand c der Brennpunkte vom Mittelpunkt heilst die 
lineare Excentrizität. 

Da AF^ = FC, so ist AF^ - BF = BF • FC = SF - FÄ^ 
= (a + c) (a — c), wenn die Axe SS^ = 2a ist. Es gilt somit: 

b) Das Produkt der Abstände beider Brennpunkte von einer Be- 
rührenden hat für edle Berührende den gleichen Wert 

In der Ellipse ist die Berührende an einem G-renzpunkt der kleinen 
Axe 26 (Fig. 110a) paraQel zur grofsen Axe 2«; daher ist für diese Be- 
rührende ihr Abstand von jedem Brennpunkt = b, also V= a^ — c*. 
Wenn a und b gegeben sind, so läfst sich durch ein rechtwinkliges 

Dreieck c = Ya^ — b^ und damit die Lage der Brennpunkte bestimmen. 
In der Hyperbel (Fig. 110 b) bestimmt die Berührende vom Brenn- 
punkt F an den Kreis um 2 a durch ihren Berührungspunkt die- 
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jenige Hyperbelberührende, die durch den Mittelpunkt geht, d. h. die 
Asymptote, da in diesem Fall die Punkte B und G des Dreiecks ABC 
(Fig. 109 b, S. 108) in einen Punkt P (Fig. 110 b) zusammenfaQen. 




Flg. 110 a. 




Fig. 110 b. 



Die Ereisberührende 6 ist bestimmt durch V= c^ — a* und stimmt 
mit der von der Asymptote begrenzten Scheitelberührenden überein 
(AOPF^OSQ). Ein rechtwinkeliges Dreieck OQS bestimmt 
somit, wenn die Axe 2a und die Asymptoten gegeben, die Brenn- 
punkte — oder, wenn c u/nd a gegeben, die Lage der Asymptoten. 

4:. Fahrstrahlen der Ellipse und Hyperbel. Den Berüh- 
rungspunkt T 2k\x{ AB (Fig. 109 a, b, S. 108) findet man nach Ib, indem 
man AF und OB zieht und deren Schnittpunkt B mit C verbindet; 
CB trifft AB in dem Berührungspunkt T. Von dem Vierseit BTBF 
ist AC eine Nebenseite, welche durch die Nebenseite BB in 
halbiert wird; daher muXs die dritte Nebenseite TF\\ AC sein. In 
gleicher Weise kann der Berührungspunkt T aus dem Dreieck ABC^ 
mit den Punkten F^ und erhalten werden, woraus dann folgt, dafs 
TF^WBC^. 

Die Yerbindungsstrecken eines Eegelschnittpunktes mit den 
Brennpunkten nennt man die Fahr strahlen des Punktes. Daher 
gilt der Satz: 

a) Die FahrstraMen eines Punktes sind pa/ralld mit den Strahlen, 
die vom MiUdpunkt nach den Fußpunkten derjenigen Senkrechten ge- 
zogen werden, die man aus den Brennpunkten awf die Berührende jenes 
Pu/nktes gefäUt ha;t. 

Nun ist ^ FTB = OAB und <^ F^TA = OBA, und da 
^ OAB= OBA, so ist auch ^FTB = ATF^. 

b) Die FahrstraMen eines Punktes auf einem Kegelschnitt bilden 
mit dessen Berührender gleiche Winkd. 

Hiemach ist die Aufgabe zu lösen: zu einem Pu/nJct die Berührende 
zu zeichnen, wenn die Brennpunkte gegeben sind. (Vgl. S. 28, 9.) 

Schneiden einander FB und F^T in F^, so ist somit F^ A F 
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in Bezug auf AB als Mittellinie und TF^ = TF\ femer ist nach 
obigem F^F^C^B ein Parallelogramm, in welchem F^F^^=^ BC^j d. i. 
gleich der Axe des Kegelschnittes ist. In der Ellipse ist F^ T und TF^ 
gleichgerichtet, in der Hyperbel sind beide Strecken gegengerichtet. 
Da nun F^T + TF^ = F^F^ = BG^, so folgt für erstere F^T -\- TF 
= JBCi, für letztere F^T—TF=BC^. 

c) In der Ellipse ist die Summe der Fahrstrahlen, in der Hyperbel 
deren Unterschied für jeden Punkt unveränderlich, nämlich gleich der 
großen Axe in der Ellipse^ gleich der redien Axe in der Hyperbel, 

Hiemach ist die^Aufgabe zu lösen, Funkte des Kegelschnittes zu 
bestimmen, von dem die beiden Brennpunkte und die Scheitel gegeben 
sind (vgl. S. 27, lo). 




Fig. 109 b. 

Im Sehnendreieck CAB^ (Fig. 109 a und b), von dem die Seite CA 
durch den Mittelpunkt, die Seite AB^ durch den Brennpunkt F geht, 
ist GBl Berührende und der Fahrstrahl FT^ \\ A G, somit TFT^ 
eine Gerade. Die beiden Berührenden zu TT^ schneiden einander 
im Punkt P, dem Pol zu TT^. Da daon im AAPG die Höhen 
BG und AB^ einander in F schneiden, so mufs PFJ_AG oder 
PF±TTi sein, d. h.: 

d) Der Pol eines FahrstraMs liegt auf der in seinem Brennpunkt 
erricMeten Senk/redden. 

5. Brennpunkt und Leitgerade der Parabel. Hält man 
einen Brennpunkt F der EUipse und den benachbarten Scheitel S an 
der Stelle fest und läfst den andern Scheitel S^ in der Richtung SF 
in unendliche Entfernung hinausrücken, so wächst der Ellipsendurch- 
messer und auch der Halbmesser des um SS^ beschriebenen Kreises, 
und die Punkte des Kreisbogens bei S nähern sich der berührenden 
Geraden in S, die senkrecht FS ist. Sind aber S imd F der eine 
Scheitel und Brennpimkt einer Hyperbel, und rückt der andere Scheitel 
andererseits der in S Berührenden in Richtung FS unendlich weit 
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hinaus, so nähern sich bei 8 die Punkte des um die Äze be- 
schriebenen Kreises von der uidem Seite her der Berührenden in 
S, während die reelle Axe der Hyperbel sich vergröfsert. Als Gh-enz- 
figur zwischen diesen Ellipsen und Hjperbehi mit dem gemeinsamen 
Brennpunkt F und Scheitel S 
und mit den in entgegengesetzten 
Richtungen wachsenden Scheitel- 
strecken erhält man den Kegel- ( 
schnitt, dessen zweiter Scheitel ^^ 
in unendliche Entfernung hinaus- '^( 
gerSckt ist, d. h. die Parabel, 
und zugleich als Gtrenzform des 
Kreises bei 5 die im Scheitel 
berührende Gerade. Während 

dieser Yerilnderung der L^^ fib. kmo 

von S^ ändert sich die Eigen- 
schaft nicht, dafs der FuJjpunkt der Senkrechten vom Brennpunkt 
auf die Berührende in der eben genannten Linie liegt. Daraus 
ergiebt sich: 

a) Brennpunkt etwer Parahd ist der Punkt der Äxe, von dessen 
Senkrechten nu den Berührenden die Fufspitnkte in der Bmihrenden 
des Scheitels liegen. 

Hiernach läXst sich die Parabel als Gdiüde von Berührenden 
emdmen, wenn ihr Brennpunkt und Scheitel gegeben sind. 

Das Viereck FBTR für die Bestimmung des Berührungs- 
punktes wird hierbei ein Rechteck, wobei -^ FTB = EBT = BTF^ 
ist, d. h.: 

b) Bei detr Pa/rahel bilden d^ Fahrstrahl und der Durchmesser 
evnes Punktes mit seiner Berührenden gleiche Winkel. 

Hiemach ist die Aufgabe zu lösen: Zu eirtCJ» Parahdpunkt die 
Berührende eu zeichnen, wenn der Brennpunkt und die Axenrichiung 
gegd>en sind. 

Ist S der Scheitel der Parabel, i^, A i^ zur Berührenden TB als 
MitteUinie, und ist -FjX _L i^Ä, so ist FS = 8L, da FB^BF^. 
Es hegt also F^ stets auf der Senkrechten der Axce, deren Abstand 
vom Brennpu/nkt durch den Scheitel halbiert wird. Diese Senkrechte 
ist die Polare des Brennpurdttes (S. 83, 4b) und heifst Leitgerade 
der Parabel. Da FT= TF^, so folgt: 

c) In der Parabel ist der Abstand eines Punktes vom Brennpunkt 
gleich dem von der Leitgeraden. 

Hiemach lassen sich Punkte der Parabel bestimmen, wenn der 
Brem^imkt und die Leitgerade gegeben sind. 

Zusatz. Aus b) folgt noch, dafe FT = FZ ist, was ebenfaUs 
zur Bestimmung der Berührenden in T benutzt werden kann. 



110 



Yin. Kap. Kegelschnitte als Bilder des Kreises. 



§ 39. 



6. Leitgeraden der Ellipse und Hyperbel. Auch in der 
Ellipse und Hyperbel nennt man die Polare eines Brennpwnktes die 
Leitgerade m demselben. Wir erhalten nach 4d die Schnittpunkte der 
Berührenden AB mit den zwei Leitgeraden^ indem wir auf den Fahr- 
strahlen des Berührungspunktes die Senkrechten ziehen (Fig. 109 a 
und b), FFXFT, F^F^±F^T, Da dann AFTPvnF^TPi ist, 
so ist FT:FiT = PT:P^T oder 

FT : (jPi T+ TF) =PT:{P^T+ TP\ oder, wenn 2a die grofse 
oder reelle Axe ist: FT:2a = PT: PP^ = TQ : LL^, wenn TQ der 
Abstand von T bis zur Leitgeraden LP ist und LL^ der Abstand 
der beiden Leitgeraden. Somit ist 

FT:TQ = 2a:LL^=a: OL. 

Dieses Verhältnis ist somit für alle Punkte des Kegelschnittes 
das gleiche, auch für den Scheitel 8\ 

FS:SL = a:OL. 

Ist die lineare Excentricität OF = c, so ist hiemach 

(a — c) : (OL — a) = a : OL oder (a — c) :a = (OL — a) : OL, 
woraus: c: a = a: OL^ 

somit allgemein: FT : TQ = c:a. 

Das Verhältnis — = e heilst die Excentricität des Kegelschnittes, 

In jedem Kegelschnitt ist das Verhältnis der Abstände eines Punktes 
von dem BrennpmM und dessen Leitgeraden unveränderlich, nämlich 
gleich der Excentricität e des Kegelschnittes, In der Ellipse ist e < 1, 
in der Parabel ist e = 1, in der Hyperbel ist e';> 1. 

Hiemach kann man zusammenfassend erklären: 

Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort aller Punkte, 
deren Entfernungen von einem Punkt und einer Geraden 
ein unveränderliches Verhältnis haben. 

7, Brennpunkt als Strahlpunkt. Ist FT die zugeordnete 
Halbsehne im Brennpunkt, R eine äufsere Nebenecke des durch 88^ 

und die Sehne in F bestimmten Sehnenvierecks, so ist e = 



FS 
SL 



FT 
LR' 



woraus folgt: LR = FL, 



FT 
FL 



Es liegt somit der Brennpunkt so, dafs er 
die auf S. 102, 2 gegebenen Bedingungen er- 
füllt für den Strahlpunkt der Abbildung 
des Kegelschnittes als Kreis, wenn die Bild- 
ebene \\FLR ist. Hier fällt der Strahl- 
punkt, somit auch die Bildebene in die 
Ebene des Kegelschnittes hinein. Zugleich 
wird der Brennpunkt F als der Mittelpunkt des Kreises abgebildet, 
während ein Punkt des Kreises willkürlich ist. 




Fig. 111. 
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Jeder Kreis in der Ebene eines Kegelschnittes um einen Brenn^rnnM 
als Mittelpunkt liegt mit dem Kegelschnitt iestraMt in Be0ug cmf den 
Brennpunkt als StraMpunM und die Leitgerade als (zum Kegelschnitt 
gehörige) Fluchtgerade, 

Anwendungen dieses Satzes folgen in den Aufgaben, 



Neuntes Kapitel. 

StreokenverhSltnisse in Abbildungen. 

§ 40. ünveränderliclie Produkte ans Strecken bei Abbildungen. 

1.*) Wird eine Strecke AB von einem Punkt S bestrahlt und 
sind SA = a, SB = 6 die StraUstrecken und h der Abstand des 
Strablpunktes \ron der Geraden AB, so kann die Strecke selbst in 
diesen von der Lage des Strablpunktes abhängigen Gröfsen ausgedrückt 

werden. Es ist nämlich 2 • A ABS = AB -h = ah sia (ab)^ somit 
AB == -j- sin (ab). Nehmen wir auf der- 
selben Geraden eine an B angrenzende 

Strecke BG, so ergiebt sich für dieselbe 

bc 
auf gleiche Weise BC = -j- sia (bc), und 

das Verhältnis beider Strecken ist 

AB a sin (ah) 

5C ~ "c* sin (bc) ' 

Schliefst sich in C eine zweite Gerade an^ auf welcher die Strecken 
CD und DE liegen, so folgt ebenso: 

CD c sin (cd) 

. DE ' T sin {de) ' 

Gehen wir in dieser Weise weiter auf eine dritte Gerade mit den 
Strecken EF und FG imd eine vierte Gerade GA mit dem Teil- 
punkt J3", so ergiebt sich schliefslich aus der Vervielfachung der ent- 
sprechenden Verhaltnisse: 

AB CD EF GH _ sin (ab) sin (cd) sin(e/) sin (gh) 
BC ' DE ' FG' HA~ am (bc) ' sin (de) ' sin (fg) ' sin (ha) ' 

Der Ausdruck rechts ist aber nur noch abhängig von den 
Winkeln der Strahlen und bleibt für alle Bilder der Figur von einem 




*) Statt dieser Nummer kann auch n. Teil § 15, la^ § 16, 6 u. 6 ge- 
nommen werden. 
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bestimmten Strahlpunkt aus unverändert; es mufs also der Wert des 
Ausdrucks für einBild A^B^CiD^E^F^Qj^S^ der gleiche bleiben^ d. h.: 

AB CJD EF GH _ A^ B^ fifi E^F^ G^H, 
BC' DE' FG' HA~ 5, C^ ' B^E^ ' F^G^ H^A^ ' 

Wird andrerseits der Strahlpunkt verlegt, so bleibt doch der 
links stehende Ausdruck unverändert, somit gilt für die neuen 
Strahlen: 

8in(a&) 8in(c^ Bm{€f) 8in(^^) sin (a^b^) sin (c^d^) 8in(6j/*j) Bm{gi\) 
8in(&c) 8ia{de) siaifg) 8in(j^a) Bin(&^Ci) 8in((2je|) Bia(f^g^) BiD.(Ji^ai) 

Daher muTs der Wert dieses Ausdrucks für alle Bilder der Figur 
und fQr alle Bilder der Bilder unverändert bleiben. Es ist dies eine 
metrisch-projektive Beziehung: 

Wenn in einer geradlinigen Figur am Strecken der Geraden ein 
Produkt von Verhältnissen der Art gebildet wird, dafs 1) jeder Ptmkt 
ebenso oft einen Dividenden als einen Divisor begrenzt wnd 2) von jeder 
Geraden ebenso oft ein Dividend als ein Divisor entnommen wird, so 
ist das Produkt unveränderlich ßir aMe Bilder der Figur (und zwar 
gleich dem entsprechend gebildeten Ausdruck aus den Sinus der Winkel 
zwischen den Strahlen), 

Gemäfs der ersten Bedingung fallen nämlich in den oben für 
die Strecken abgeleiteten Ausdrücken die Strahlstrecken nach den 
einzelnen Pimkten aus der Rechnimg und gemäfs der zweiten Be- 
dingung auch die Abstände der Geraden vom Strahlpunkt. 

2. Ein Ausdruck der eben angegebenen Art kann manchmal 
dadurch verändert und vereinfacht werden, dafs ein Grenzpunkt in 
unendliche Entfernung hinausrückt. 

Wenn ein Punkt sich unmefsbar weit von zwei festen Punkten 
entfernt, so kommt das Verhältnis seiner Abstände von diesen Punkten 
dem Zahlwert 1 unbeschränkt nahe. 

Denn tragen wir den Abstand DB (Fig. 113) auf DA ab, 
also DC ^== DB, so ist 

DA _ 1)C+ CA _ - . CA 
DB~ BB ~ ^ "^ BB 

d. h. dies Verhältnis ist stets um so viel gröfser als 1, als der Quotient 
des Unterschiedes beider Strecken durch die kleinere Strecke beträgt. 
Letzterer Quotient kommt aber der Null unbeschränkt nahe, wenn 
der Punkt D in unendliche 
Entfernung hinausrückt, da dann 
der Nenner des Bruchs un- 
endlich grofs wird, während der pj^ jj3 
Zähler mehr nnd mehr gleich 
dem Abstand des Punktes Ä Ton der durch B zu AD gezogenen 

Senkrechten wird. Es ist also 4^ = 1. 




oder aufsen esteilt, so hat der Ausdruck ; 
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3. Wird eine Strecke AB durch zwei Punkte C und D irgendwo 
AC BD AG AD 

'■ CB' DA ""^^ CB' DB 
die in 1 verlangten Eigenschaften. Dieses Doppelverhättnis bleibt also 
unveränderlich fflr alle Abbildungen (vgl. n, § 20, 1 u. s). Es folgt hier- 
aus, daTs durch drei Punkte einer Geraden und drei beliebig als deren 
Bilder gewählte Punkte einer zweiten Geraden zu jedem vierten Punkt D 
das Bild Dy bestimmt Ist durch die beiden Gleichungen 

A,D. A.C, AD AO , , n i x. t, > t, 

Für den Fall, daTs C und D die Strecke AB harmonisch teilen, wird 
der Wert des Ausdrucks am einfachsten aus dem Bild berechnet, in wel- 
chem Ay (7| = Cj £j ist und D^ in unendliche 
Entfernung f^llt. Es ist 

^AB_ A^, / AyD,^ \ 

CB' DB~ C,B, ' \D,^bJ " 
Dies ergiebt sich auch folgeudermaTsen. Da der 
Strahl d parallel der Geraden p^ ist, so ist 
sin (od) = sin (affi), «in (ab) = sin (63,), 
und es verhalt sich 

Bin (oc) A,C, _ Bjpi sin jeb) 
sin (Oft) ^ SCi ~ SC, '^ sin (6(1,)' 
also mit Berücksichtigung, daTs ad und db gegenwendig sind: 
sin (ac) . »in (ad) 
sin(c&)-8in(d&) ^' 

woraus flir alle Bilder folgt: 

OT^OT '■ (Tgl. n. T. 8 17, a.) 

4c. Werden die Seitendes Vielecks u4£(7i>£ 
der Beihe nach von einer Geraden g in den 
Punkten A^B^CiD^E^ getroffen, so entspricht 

der Ausdruck 

AA, BB, CC, DD, EE, 

A,B ' S,G ' C^D' D,E' E,A 
den in 1 gestellten Bedingungen. Um seinen 
Wert zu bestimmen, nehmen wir den Strahl- 
punkt S auf der Geraden ^ an; es ist dann 
sin (aai) = sin(ae,), sin(aj&)^sin(&j6) u.B.f., 
da die Oj&^c^iJ^e, auf g fallen. Es folgt somit, 
daTs der Ausdruck ^ + 1 ist; dies ist eine 1 

Erweiterung des Satzes von Menelaos (11. T. p^ „j, 

§ 16, Ib). 

Wenn man in einem Vieleck ABC DE mit ungerader Seitenzahl von 

*ig«oiti«lrlB HL S. Aafl. 8 
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einem Punkt 8 die Eckstrahlen zieht, welche die gegenüberliegenden 

Seiten je in einem Punkt schneiden, so ist der 

Ausdruck: 

A^B ' B^C ' C^D'^E ' E^A ~±^- 

Denn es ist sin (aa^) = sin (c^d), sin (a^h) 
= sin {dd^) u. s. w. Dies ist eine Verallgemeine- 
rung des Satzes von Ceva (IL T. § 15, 4). Fig. iisb. 




§ 41. Gleichnngen der Kegelschnitte. 

!• Wird ein Kegelschnitt von den Seiten des Dreiecks ZOO^ 
in den Punkten P, L, A, B, F^, L^ getroffen (Fig. 116), so ist 

PO OL AO^ O^B P^Z- ZL^ _ . 
Ao ob' P^O^' O^L/ PZPL ~^' 

Dafs nämlich diese Gleichung für ein Dreieck, dessen Seiten 
einen Kreis schneiden, giltig ist, folgt durch dreimalige Anwendung 
des Satzes von den Sehnenabschnitten im Kreis (11. § 10, 2, vgl. 
n. § 16, 7), Der Ausdruck entspricht aber auch den in § 40, l ge- 
stellten Bedingungen; sein Wert bleibt somit bei 
jeder Abbildung unverandert. Nehmen wir nun 

an, Z rücke in unendliche Entfernung hinaus, so 

JP Z • ZL 

wird der Ausdruck -py—yj^ dem Werte 1 un- 
beschränkt nahe kommen (§ 40, 2), so dafs für 
die beiden andern Faktoren folgt: 

_ ^0 OL ^ = AO_0_B^ 
-PiÖi-Oiii AO^'O^B 

Nehmen wir noch AB als den zu BL || B^L^ zugeordneten 
Durchmesser, so wird OL^BO, O^L^^ Bj^Ö^, und man erhält: 

P5* ^ AOOB 
p;^^~AO,0,B' 







Fig. 117 a. 



Fig. 117 b. 



Pig. 117 c. 



OBc 



Für die Parabel (Fig. 117 b) insbesondere wird noch 75-^ = 1 



SO dafs nur 



PO AO 

— =T = TTT übrig bleibt. Somit gilt der Satz: 
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In einer EUipse oder Hyperbel verhüten sich die Quadrate zweier 
einem Durchmesser zugeordneten SaJhsehnen wie die Produkte der zu- 
gehörigen Abschnitte des Durchmessers, in einer Parabel wie die zur 
gehörigen Abschnitte des Durchmessers. 

PÖ' PO* 
3. In der Parabel ist -j^=^ }^^ =p eine unveränderliche 

Gröfse. Wird PO = y, AO = x gesetzt, so ist: 

y^zszpx (Gleichung der Parabel). 

Wird X auf der Hauptaxe gemessen, so ist nach S. 109, 6 c für 

den Brennpunkt y^ = 2x^ , also Vi'^P'^y ^i = 2 ' 

d. h. p ist die zugeordnete Sehne des Brennpunktes, 

Zusatz. Wird x auf dem durch den Punkt T (Fig. 109 c) gehenden 
Durchmesser gemessen, so ist für den Scheitel S die Halbsehns «» TZ, 
der zugehörige Abschnitt des Durchmessers = SZ, Nim ist aber TZ 

= 2 BZ, TZ'= 4:^^=4ZF'8Z, oder da FZ=TF=f (S. 109, 6 
Zusatz), d. i. gleich dem Fahrstrahl vom Brennpimkt nach dem Anfangs- 

punkt T des Durchmessers, TZ =4:f'SZ. Die Parabelgleichung für 
den Durchmesser durch T ist also: 

y^=4fx. 

3, Ist Oj der Mittelpunkt einer Ellipse (Fig. 117 a) und sind 
A0^ = a und P^ 0^ == 6 die Hälften der zugeordneten Durchmesser, 

so ist -^ = j Setzen wir die Halbsehne PO = y und den 

Abschnitt OjO == a;, so ist AO ^== a — x, OB^^a-^-X"^ also: 

y^ (g — x){a-\- x) o* — a?* ^ rc* 

-5 + ^ :^ 1 (Gleichung der Ellipse). 

Sind a und b die Halbaxen, c die lineare Excentricität, so ist 
fär die zugeordnete Sehne p des BrennpunJctes x = c, y = ~, 

^ + 4^ = ^' ^^^^^^ ^ = "^ (a^— c^ = -^, (S. 106, 3), P = — ' 

4. Wenn in einer Hyperbel (Fig. 117 c) der Punkt P^ in un- 
beschränkt gBofse Entfernung hinausrückt, so kommt er der Asymptote 
unbeschränkt nahe. Trifft die Halbsehne O^P^ die Asymptote in Xj, 
so nähert sich somit bei dem Weiterrücken der Halbsehne der Wert 

77-=^ mehr und mehr dem Wert ^\l = -j-^, wenn AB der Ab- 

schnitt der Berührenden von A bis zur Asymptote ist. Nun ist: 

PQ« P^Qj« _ /P^ Qa« O^M O^M 

AO • OB AO^ . O^B ~ \0^M) ' AO^ ' O^B * 

8* 
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Rückt PiOjL in unbeschränkt grofse Entfernung, so wird 

■ö:M=orM=MÄ^ [aö;) • 1^) = 1 (S- 112; 2), somit ist: 



8 ^STT^S 



PO' AB' PO' ÄOBO 



AOBO AM'' AB' AM' 

Wird PO = y, MO = x, MÄ = a, AB = b gesetzt, so ist: 
y* (x — a) {x -{■ a) x^ — a* x* ^ 

-g — Ki = 1 (Gleichung der Hyperbel). 

Die Strecke 26 heifst der ideelle zu 2 a zugeordnete Durchmesser. 
Ist a die halbe reelle Axe, c die lineare Excentricität, so 

folgt für die zugeordnete Sehne p des Brennpunktes: -, — ^ = 1, 

i''=^(«'-«*) = ^. (S.107,8), 1, = ^. 

Ist hierbei b ==: a, so heifst die Hyperbel gleichseitig; ihre 
Asymptoten stehen senkrecht zu einander. 

Zusatz. Zeichnen wir durch einen Punkt F der Hyperbel zu den 
Asymptoten parallele Gerade x und y, so folgt aus § 36, 6d (S. 97), dafs 
2x ' 2y eine imveränderliche Gröfse ist, da 2a; 
und 2y die von der Berührenden gebildeten Ab- 
schnitte der Asymptoten sind. Die im Scheitel der 
Hyperbel gezogene Berührende bildet aber den 

Abschnitt Ya^ -f 6^ = c (S. 107, 3 b); somit ist 

^^ "^ VT/ ' Fig. 118. 

5. Bezeichnen wir nicht wie in 3 und 4 den Mittelpunktsabstand 
eines Punktes der Axe, sondern den Abstand vom Scheitel Ä mit x, 

so folgt aus -Tj- = -^ als Scheitelgleichung 

P" j- -cnT y' x(2a — x) 2 26* ^'99 /hx\^ 

für die EUipse |^ = ~i— ^— ^, y2_,_^__^2^ y2_^^_^_j^ 

für die Parabel y^'=^p^y 

för die Hyperbel ^ = ^^^\ j,»=!|!«: + ^^^ S/^ - i»^ + (^)'- 

Das Quadrat der Halbsehne ist daher in der Parabel {nuQaßdkXEiv) 
geradezu gleichzusetzen dem Rechteck aus dem zugehörigen Scheitel- 
abschnitt und aus der dem Brennpimkt zugeordneten Sehne (dem 
Parameter des Kegelschnittes); in der Ellipse {ßkXsCnstv) fehlt ihm 
noch etwas zu dieser Gröfse; in der Hyperbel ('hcsQßdlksiv) aber 
übertrifft sie diese Gröfse. 
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6, a) Wird ein Parabelabscbnitt durch irgend welche Sehne AB 
begrenzt, und sind CA und CB Berührende, S der Grenzpunkt des zu AB 

zugeordneten Durchmessers, PQ Berührende in 5, so ist A ASB =^ ~ABG 

(S. 96, 6 a) und A GPQ = \aBC, somit A ABS = 20^^. Sind 8^ 

und ^2 die Grenzpunkte der zm AS und BS zugeordneten Durchmesser, 

^xQi'i ^8^2 ^^® Berührenden in diesen Punkten, so ist ebenso: A ASS^ 

= 2PPi$i, A BSS^ = 2QP^Q^. Fährt man in 

dieser Zerlegimg unbeschränkt fort, so ist die Summe 

aller Dreiecke innerhalb des Parabelabschnittes 

gleich dena Parabelabschnitt 2^, dagegen die Sunmie 

der Dreiecke zwischen den beiden Berührenden 

imd der Parabel gleich dem Teil der Fläche des 

Dreiecks ABC^ welcher aufserhalb der Parabel 

liegt, =A^JBO—-S; somit 2=2 (A AB C—2\ 

2 4 

2= Y ' A ABC = -^xy sin g), 

wenn AB = 2y^ wenn femer x der zugehörige Abschnitt des Durchmessers 
und cp der Winkel der zugeordneten Richtungen ist. 

b) Der Inhalt einer Ellipse ergiebt sich folgendermafsen. 

Die Gleichung y^= —^ x(2a — x) gilt bei irgend zwei einander zu- 

Ob 

geordneten Durchmessern a und 5, die den Winkel q> mit einander bilden. 
Die Halbsehne Y des um den Durchmesser 2 a gelegten Kreises ist im Ab- 
stand X vom Grenzpunkt des Durchmessers bestimmt durch Y^=x{2a — a;), 
woraus folgt y : Y = h : a. 

Zwei Halbsehnen, deren Schnittpunkte mit dem Durchmesser nur um 

die sehr kleinen Strecken + -^ von dem Schnittpunkt Yon.y (und Y) ent- 

fernt sind, schliefsen bei der Ellipse und dem Kreis Flächen ein, die (als 
Trapeze) den Produkten ys sin q) imd Ys entsprechen. Das Verhältnis 
beider sehr schmalen Flächenteile ist daher y sia <p : Y =h sin q> : a^ und 

dies ist auch das Verhältnis einer Smmne solcher Flächenteüe in Ellipse 

■t • 

und Kreis. Für die Fläche der Ellipse erhält man so J.= ^-Tta^ 

a 

= Ttah sin 9. 

Hieraus folgt, dafs für alle zugeordnete Durchmesser der Ausdruck 
ah sia €p den gleichen Wert hat, gleich dem Produkt der Halbaxen, da 
für diese Axen sin 9 = 1, J == Ttah ist. 

Für einen Ellipsenabschnitt -S, der durch die Sehne 2^/, und für 
den zugehörigen Kreisabschnitt 2?^, der durch 2Y begrenzt ist, folgt 

£ = ?. 2;^^ während 2^= ^ (j^^ 2*^ — sin 2a) und a zu bestimmen 

/» /p y Ai 

ist aus cos a = oder sin a = — = -?- . Somit ist 

a a 
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ay 



^=^sin9(aTc2a-sin2a) 

oder auch ^ = sin op \ah arc a — (a — ic)y\ , wobei te a — , , 

^ »- ^ ^^-" ° ö{a — x) 

7« Ziehen wir in zwei benachbarten Punkten P und P^ eines Kegel- 
schnittes die Senkrechten zu den Berührenden, die man die Normalen des 
Kegelschnittes in diesen Punkten nennt, und schneiden diese einander in Jf, 
während die Fahrstrahlen nach den Brennpunkten F und Fj^ die Winkel 
PFPi= Uj PJP\Pi=ai bilden mögen, so ist 

der Winkel der Senkrechten z = — ~ — - in der 



Ellipse, = 



a — a. 



in der Hyperbel, = 



2 — —^xr 7 " 2 

in der Parabel. Denn sind z. B. in der Ellipse 
die Winkel der Senkrechten mit den Fahr- 
strahlen w und te?^, so folgt aus Dreiecken mit 
einem Paar Scheitelwinkeln: 

-{- w = «1 + ^1 
-\- Wj^== a -(- w 

r — " + ^1 

=s ■ • 

2 
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Legen wir nun durch FF^F und durch FF^F^ je einen Kreis, der 
die Senkrechte FM in L und L^ schneiden möge, so ist ^ FLF^ = a. 



FL^F^ == «1 , woraus folgt -^ LF^M = a — = 



a — of* 



und -^L^F^M 



= — a. = 



a 



cc^ 



also halbiert die Normale P^üf den Winkel XP^ii. 

Schneidet die Berührende F^T die Normale FM in T, so sind Jlf, T 
harmonisch zugeordnete Punkte mit X, i^ (S.83, 6 b). — Indem der Punkt P^ 
sich dem Punkt P nähert, gilt das Gleiche für T. Die Kreise gehen dann 
in solche über, die die Berührende in P berühren, und der in der 
Strecke LLj^ zu P harmonisch zugeordnete Punkt M ist die Gren0lage 
des Sclmittpwnlctes der Normalen 0weier FunUe des KegdschmUes, welche 
einander unmess'bar nahe gerückt sind. 

Denken wir uns durch drei Punkte P, P^, Pj des Kegelschnittes einen 
Kreis gelegt, so liegt dessen Mittelpimkt auf der Mittelsenkrechten zu FF^ 
und FF^. Rücken P^ und Pg unbeschränkt nahe an P heran, so werden 
diese Mittelsenkrechten zwei unbeschränkt nahe beieinander liegende 
Normalen des Kegelschnittes und der Mittelpunkt des Kreises rückt in 
jene Grenzlage von M, Dieser Punkt kann daher als Mittelpunkt eines 
Ejreises betrachtet werden, welcher drei unbeschränkt nahe benachbarte 
Punkte mit dem Kegelschnitt gemein hat. Ein solcher Kreis heifst der 
Krümmungskreis des betreffenden Punktes, da er sich am meisten von 
allen Kreisen in diesem Punkt an den Kegelschnitt anschmiegt; sein 
Mittelpimkt heifst Krümmungsmittelpunkt. 
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Die Punkte L und L^ werden in der Grenzlage erhalten durch 
FL _L FF und F^L^ _L FF^ . Für das Teüverhältnis ergiebt sich LM\ ML^ 
= PL:FL^=PF:PF^ = FN:NF^, wenn 
N der Schnittpunkt der Normale mit der grofsen 
Aie ist. Ziehen wir JlfX und X^JPg senkrecht 
zu FF^ so ist auch 

FX : XF^ = LM : ML^ = FNi NF^, 

daher NX^F^F^, und da .P^Fg J_ PXi, so 
folgt nun auch NX _L FN^ . Man erhält also 
M, indem man NX _L FN, XM _L FF zieht. 
Ist 9 der Winkel zwischen der Normalen 
und den Fahrstrahlen, so ist der Krümmungs- 
halbmesser P-2lf=^ bestimmt durch ^ cos* 9 

= FN, während aus den Flächen der Dreiecke FFN, F^FN und FFF^ 
folgt (n. § 45, l): 

T^-KT • I -n-KT ' • o TiAT 2rriC08g? .rr, cos 9 
r • P^ sm 9 + r^FN sm 9 = rr^ sm 2^ , P^ = — j- — ^ == — ^ • 

Somit ist Q = 
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a 



rr^ 



acosg) 

Die Senkrechten von F und JF\ auf die Berührende sind r cos tp und 
r^cos 9, für die nach S. 106, 3b gilt: rr^ cos^ q> = a^ — c*== &^, so dafs nun 



9 = 



a co8° 9 



oder 



a& 



Anmerkung aus der Bewegungslehre. 

Eine geradlinige gleichförmige Bewegung mit der Geschwindig- 
keit c ergiebt in t Sekunden den Weg y = et, eine geradlinige gleich- 
förmig beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung g den Weg 

X = --- gt'*. Werden beide Bewegungen nach dem Gesetz von dem Parallelo- 

gramm der Bewegungen vereinigt, so ergiebt sich für den geometrischen Ort 

des Punktes durch Ausscheidung von t die Gleichung y*« • a;, d. i. die 

Gleichung einer Parabel. Die Bewegung heifst Wurfbewegung; die Wurf- 
linie ist eine Parabel. 

Bewegt sich ein Punkt gleichförmig auf einem Ereis mit der Ge- 
schwindigkeit 0, so kann seine Bewegung innerhalb eines Bahnteilchens als eine 
Wurfbewegung mit der nach dem Mittelpunkt gerichteten Beschleunigung y 
betrachtet werden. Die Bewegung in dem Bahnteilchen setzt sich aus dem 

Wege y z=s et in Richtung der Berührenden und dem Wege rc = — y<* in 

2 c* ^ 

Richtung nach dem Mittelpunkt zusammen; daher ist y*= — x^ während im 

y 

Kreis y*=a7(29 — x) ist. Die Übereinstimmung beider Werte fordert, dafs 

2 c' 2 c' 

X =^%Qx — «* oder = 2p — x ist. Da für ein Bahnteilchen x un- 

y y c* 

beschränkt klein anzunehmen ist, so ergiebt sich hieraus: 7 == — 
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Bezeichnet für irgend einen Zeitpunkt v die Geschwindigkeit eines Planeten, 
welcher sich in einer Ellipse bewegt, deren einer Brennpunkt in der Sonne liegt 
(I. Kepler'sches Gesetz), und ist h der Abstand dieses Brennpunktes von der 
Berührenden des Punktes, in welchem sich der Planet gerade befindet, so ist 
(nach dem 11. Kepler*schen Gesetz): vh = k eine unveränderliche GrÖfse; 
da aber Ä == r cos 9, wenn r der Fahrstrahl und 9 der Winkel desselben mit 
der Senkrechten, so ist: 

Je 

r cos 9 

Wird die bis zu einem gewissen Punkt P erlangte Geschwindigkeit v nach 
GrÖfse und Richtung durch einen Pfeil dargestellt, und tritt an ihre Stelle in 
dem betr. Punkt die ebenso dargestellte Geschwindigkeit t?^, 
so sind die durch t?, r und durch v^ , r bestimmten Dreiecke 
(nach dem IT. Eepler'schen Gesetz) einander gleich; die Ver- 
bindungsgerade der Pfeilspitzen ist parallel zu r, d. h. di'e 
Geschwindigkeit, welche zu v hinzukommt, um v^ als Mittel- 
geschwindigkeit zu ergeben, fallt in die Richtung nach dem 
Brennpunkt. Pig 122. 

Die Bewegung innerhalb eines Bahnelementes kann hier- 
nach aufgefafst werden einerseits als eine Wurfbewegung mit der Geschwindig- 
keit V in Richtung der Berührenden und einer gegen die Sonne gerichteten 
Beschleunigung g, andrerseits als eine Bewegung auf dem Erümmungskreis mit 

der Beschleunigung y = — senkrecht zur Richtung der Berührenden. Die Be- 
schleunigung g kann in zwei Seitenbeschleunigungen g sin 9 und ^ cos 9 in den 
beiden genannten Richtungen zerlegt werden; somit ist g cos 9 = 7= — und 




V 



i 



Ä* aÄ;* 1 , , ,. ^ , , . y 



g s= = = _^ . d. h. die Beschleunigung: ist dem 

Q cos 9 r^ Q <io&^ 9 5* r* » e 

Quadrat der Entfernung vom Brennpunkt umgekehrt proportional 

(Newton's Gravitationsgesetz). 



Anhang. 

Zehntes Kapitel. 

Von der Abbildung von Gestalten des körperlichen Baiunes auf 

der Ebene. 

§ 42. Grund- und Aufrifs von Punkten, Geraden und Ebenen. 

1. Werden die Punkte eines räumlichen Gebildes von parallelen 
Geraden bestrahlt^ so bestimmen deren Schnittpunkte mit einer Ebene 
ein Bild paralleler Bestrahlung oder eine Parallelprojektion 
des Gebildes. Dieses Bild wird Rifs, Grundrifs oder Aufrifs 
(Normalprojektion) genannt^ wenn die Parallelstrahlen senkrecht 
zur Bildebene sind (§ 5), im andern Falle schiefe Abbildung. 

Für die Farallelbestrahlimg gelten die Sätze: 

a) Pwnkte einer Gerade wnd Strahlen eines Punktes werden wieder 
als solche abgebildet, ebenso paraUde Gerade (§2, 3 a und § 5, 6). 

b) Das Bild einer Punhtreihe ist dieser ähnlich (§ 5, 6 b). 

c) Die Bilder paralleler Strecken stehen im selben Verhältnis, wie 
die Sirecken selbst (§ b, 6 b). 

d) Strecken, welche der Bildd>ene parallel sind, werden in wahrer 
Gröfse abgebildet, ebenso Winkel und ebene Figuren, deren Ebene 
parallel der Bildebene ist 

2. Für gewerbliche Zwecke am geeignetsten ist die Abbildung 
der Körper durch die senkrechte Bestrahlung auf zwei zu einander 
senkrechten Bildebenen^ deren eine a wagrecht (Horizontalebene), die 
andere ß lotrecht (Vertikalebene) ist. Die Abbildung in ersterer 
Ebene heifst Grundrifs (Horizontalprojektion), die in der 
zweiten Ebene Aufrifs (Vertikalprojektion); die Schnittgerade 
beider Ebenen heifst Axe. Die Lehre von der Abbildung räumlicher 
Gebilde in Grund- und Aufrifs wird darstellende Geometrie 
genannt. 

Fallen wir von einem Punkt P auf die genannten Ebenen die 
Senkrechten FF^ und FF^ (Fig. 123), so sind F^ und F^ die Büder 
des Punktes, und die genannten Strecken bestimmen ein Rechteck, von 
welchem die F gegenüberliegende Ecke Q auf der Axe OX liegt. 
Hierbei ist F^Q = FF^ und F^Q = FF^, Da man schliefslich beide 
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Bilder in einer Ebene erhalten will; so klappt man die eine Bildebene 
um die Axe in die andere um, wobei P^, Q, Pj in eine einzige zur 
Axe senkrechte Gerade zu liegen kommen. 

a) Grund- und Äufrifs eines Punktes liegen in einer Senkrechten 
zu/r Axe, 

b) Der Abstand des Bildes eines Pwnktes in einer Bildebene von 
der Axe ist gleich dem Abstand des Punktes selbst von der andern 
Bildebene. 

c) Für einen Punkt der einen Bildebene liegt das Bild auf der 
andern Bildebene in der Axe. 

Z. B. ist Q der Grundrifs von P^ und auch der Aufrifs von P^. 

Von den beiden durch die Axe getrennten Halbebenen wird jede 
doppelt als Bildebene benutzt, indem beide Bildebenen unbegrenzt zu 
denken sind und bei der Umklappung je zwei Halbebenen einander 
decken. Ob ein Punkt dem Grundrifs oder Aufrifs zuzuordnen ist, 
wird durch die angehängte Marke (Index) angezeigt. 

3« Jeder Punkt der Geraden PPi hat seinen Grundrifs in P^; 
der Aufrifs dieser Geraden ist QP^* 

a) Von einer Senkrechten m einer Bildebene ist das Büd in dieser 
ein Punkt, in der andern Bildebene eine Senkrechte zu/r Axe, 

Trifift eine durch P parallel zur Grundrifsebene gezogene Gerade 
die Aufrifsebene in S^, so ist die Ebene P^PS^ parallel zur Grund- 
rifsebene (§ 1, 9), somit P^S^ parallel der Axe, d. h.: 

b) Von jeder zu einer Bildebene paraMelen Geraden ist das BUd 
in der andern Bildebene parallel zur Axe. 

Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Bildebene heifst deren 
Spurpunkt. 

4, Die Ebene PP^S^S^ steht senkrecht zur Grundrifsebene; PiS^ 
ist ihre Schnittgerade mit der Grundrifsebene, S^S^ die mit der Auf- 
rifsebene. Die Schnittfferaden einer Ebene mit den 
Bildebenen heifsen die Spuren der Ebene. Es ist 
S^S^ senkrecht zur Axe als Schnitt zweier zur Grund- 
rifsebene senkrechten Ebenen. Alle Punkte der ge- ^ — |g '~7T~x 

nannten Ebene PP-^ S^ S^ haben ihren Grundrifs in Pi/S|. 

a) Von einer zu einer Bildebene senkrechten Ebene 
ist das Bild in dieser eine Gerade; die Spur in der pig 123. 
andern Bildebene ist senkrecht zur Axe. 

Für die zum Grundrifs parallele Ebene P2PS2 ist Pg^a die Spur 
und Abbildung im Aufrifs. 

b) Von einer parallelen Ebene zu einer Bildebme ist das Bild in 
der andern Bildebene eine zur Axe parallele Gerade. 

Das Dreieck P^PS^ wird hierbei nach Id durch QP^S^ in seiner 
wahren Gestalt abgebüdet. 

6, Um die wahre Gröfse einer Strecke, eines Winkels oder die 
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wahre Gestalt einer ebenen Figur aus Grund- und Aufrifs zu erhalten, 
wird die Ebene derselben um eine ihrer Spuren in die betr. Bild- 
ebene umgelegt (aufgeklappt) oder um eine Drehaxe, welche parallel 
einer Bildebene ist, in die parallele Lage zu dieser Bildebene gedreht. 
Für diese Drehungen sind folgende Sätze von Bedeutung: 

a) D(is Bild eines R ist wieder ein JB, wenn ein Schenkel in der 
Bildebene liegt oder mit ihr parallel ist (§ 5, 3). 

b) Bei einer Drehung um eine Axe^ welche senkrecht zu einer 
Bildebene ist, beschreibt das Bild eines bewegten Punktes in dieser Bild- 
ebene einen Kreisbogen um den Spurpunkt der Drehaxe; das Bild des 
Punktes in der andern Bildebene beschreibt eine Parallele zur Axe, 

Die Bewegung geht nämlich in einer zu ersterer Bildebene 
parallelen Ebene vor sich, so dafs der Satz aus 1 d und 4 b folgt. 

c) Bei einer Drehung um eine Äxe, die paraUd einer Bildebene 
ist, beschreibt das Bild eines Punktes in dieser Bildebene eine Senk- 
rechte zum Bild der Drehaxe. 

Es folgt dies aus a), da eine Senkrechte von dem Punkt zur 
Drehaxe auch in dem Bild senkrecht bleibt. 

6, Zur Bestimmung der wahren Länge einer Strecke LM, 
deren Grund- und Aufrifs L^M^ und L^M^ gegeben sind, kann die 
Ebene iJfJfiii umMM^ in parallele Lage zur Auf- 
rifsebene gedreht werden, so dafs L^ den Kreisbogen 
L^L^ bis zu der zur Axe Parallelen M^L^ beschreibt, 
während L^ parallel zur Axe nach L^' gelangt; M^L^' 
ist die wahre Länge. Oder es kann dieselbe Ebene 
LMM^L^ um L^M^ in den (xrundrifs aufgeklappt 
werden, wobei die Winkel an der Drehaxe rechte sind, 
und die Längen der Senkrechten XL^ und 11 M^ den 
Abständen von M^ und L^ bis zur Axe gleich sind. 

Li gleicherweise könnte auch die Ebene LMM^L^ benutzt werden. 

7. Aus 2 a folgt: 

Von zwei einander schneidenden Linien liegen der Schnittpunkt 
der Grundrisse und der der Aufrisse in einer Senkrechten zur Axe, 

Zur Bestimmung der wahren Gröfse des 
Winkels zweier Geraden BAG, deren Bilder 
B^A^, B,A^ und A,C„ A,C, (Fig. 125) ge- 
geben sind, wird zunächst durch beide Gerade 
eine wagrechte Gerade BC gezogen, von welcher 
der Aufrifs B^ C^ parallel der Axe ist, der Grund- 
rifs B^Cj^ nach dem eben genannten Satze er- 
halten wird. Um diese Gerade BC wird das 
Dreieck BAC in eine parallele Lage zur Grund- 
rifsebene gedreht. Der Grundrifs der Senk- 
rechten AL auf BC bleibt hierbei senkrecht i-ig. 126. 
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Fig. 126. 



ZU B^C^ (5c) und ihre wahre Länge Ä^'L^ kann nach 6 bestimmt 
werden. Dann ist ^ BiÄ^C^ = BAC (1 d). 

8. In Bezug auf die gegenseitige Lage der Gebilde Punkt; 
Gerade, Ebene folgt zunächst: 

a) Der Spurpunkt einer Geralden, die einer Ebene angehört, liegt 
auf der Spur dieser Ebene. 

Durch zwei solcher Spurpunkte ist daher die Spur der Ebene bestimmt. 

b) Ist von einer Geraden, die der Ebene L^MN^ angehört, ein 
Bild, etwa der Grundrils I-^S^y gegeben, so findet man das andere 
Bild, indem der Durchgang T^ auf die Axe, der 

Axenpunkt S^ auf die zweite Spur der Ebene 
nach S^ abgestrahlt wird; T^S^ ist der Aufrils. 

c) Sind von der Ebene nicht die Spuren, 
sondern nur (Fig. 127) die Bilder zweier Ge- 
raden a^a^y b^b^ gegeben, und werden a^, \ von 
dem Grundrifs der Geraden in 2\, S^ geschnitten, 
so erhält man T^, S^ auf a^ und b^ durch Senk- 
rechte zur Axe (7). 

d) Ist von einem Punkt der Ebene der 
Grundrifs P^ gegeben und der Aufrifs gesucht, 
so zieht man durch ihn die Gerade T^S^, zeichnet 

den zugehörigen Aufrifs T^S^ und zieht von P^ eine Senkrechte 
zur Axe, welche T^S^ im Aufrifs Pg des Punktes trifft. 

e) Die Ebene, die man senkrecht zur Grundrifsebene durch den 
Grundrifs T^S^ einer Geraden legt, ist Strahlenebene 
fiir alle Gerade, deren Grundrifs T^S^^ ist. Sind g^ 
und (jTg die Bilder einer solchen Geraden, so findet 
man den Schnittpunkt dieser Geraden und der 
Ebene a^b^, a^b^, indem man, wie angegeben, die 
Schnittgeraden T^S^ der Ebene mit der Strahlen- 
ebene der Geraden zeichnet und den Schnittpunkt Pj 
dieser Geraden mit g^ nach P, abstrahlt; P1P2 sind 
die Bilder des fraglichen Schnittpunktes. 

9. Steht eine Gerade g auf der Ebene L^ MN^ 
(Fig. 126) senkrecht, so steht ihre Strahlenebene 
sowohl auf der zugehörigen Bildebene als auf der 

genannten Ebene senkrecht; die Schnittgeraden letzterer Ebenen, d. i. 
die Spur der Ebene L^MN^ ist somit senkrecht zur Strahlenebene 
(§3, 9 b), woraus nach 5 a folgt: 

a) Von einer Geraden, die senkrecht zu einer Ebene ist, sind 
die Bilder senkrecht zu den zugehörigen Spu/ren der Ebene. 

b) Der Abstand eines Punktes von einer Ebene L^MN^ 
(Fig. 126) ist hiemach durch die in 8 imd 6 gelösten Aufgaben zu 
bestimmen. 




Fig. 127. 
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c) Der Winkel einer Geraden und Ebene wird gefanden, 
indem man durch einen Punkt der ersteren eine Senkreclite zu der 
Ebene zieht und den Winkel beider Geraden nach 7 bestimmt; dieser 
ergänzt den fragüchen Winkel zu einem Rechten. 

10. Sind P^Ry BS^ und P^Q, Q8^ die Spuren zweier Ebenen, 
so sind Pi und 8^ zwei Punkte der Schnittgeraden beider 
Ebenen. Indem man beide Punkte auf die Axe abstrahlt, erhält 
man die Bilder dieser Schnittgeraden Pi^i, ^2^2- 

Um den Winkel zweier Ebenen PiBS^ und P1QS2 zu er- 
halten, klappt man den Winkel zwischen der Schnittgeraden beider 
Ebenen und ihrem Grundrifs um letzteren ^ 

in die Grundiifsebene auf nach S^P^^^'-^ ,^^'/ 

eine Senkrechte B^C^ zu P^S,^ bestimmt / / 

dann, in ihre ursprüngliche Lage zurück- j / 

gedreht, mit der Senkrechten A^G^D^ / ^^^______ 

zu P.Ä eine Ebene, die senkrecht zur ^|V --^'^ i ^-^J^i 
Schnittgeraden beider Ebenen ist und in V^\ V^ ' // 

welcher die Schenkel des betr. Ebenen- ^ ^"-- jhCT'^ \ !// 
winkeis liegen. Die Gröfse dieses Winkels ^ ^^^^$^7 

Ä^BD^ ergiebt sich bei der Umklappung * ^^ 

um ^jDi, wobei B auf S^P^ zu Hegen ^^^^^^ 

kommt (5 c) und zwar in der Entfernung G^B^' = (^1^2 '^on C^; es 
ist ^ A^B^B^ der gesuchte Winkel. 



§ 43. Abbildung in Bezug auf ein Axenkrenz. 

Kry stall- Abbildung. 

1. Wie in § 15 angegeben wurde, wird die Lage der räumlichen 
Gebilde festgestellt in Bezug auf drei Strahlen eines Punktes OX, 
OY, OZ, die sog. Koordinatenaxen, welche meist zu einander 
senkrecht angenommen werden. Die Lage eines Punktes in Bezug 
auf sie wird durch die zu ihnen parallelen Strecken von dem Punkt 
bis zu den Ebenen der Axen bestimmt, d. h. durch die Koordinaten 
des Punktes. Werden sowohl von den Axen OX, OT, OZy als von 
den Koordinaten der Punkte die Bilder auf eine Ebene mittels 
Parallelstrahlen entworfen, so erhält man eine axonometrische 
Abbildung. Die Koordinaten stehen dann in dieser Abbildung in 
unveränderlichem Verhältnis mit den entsprechenden räumlichen Koor- 
dinaten (§ 42, 1 c). Dieses Verhältnis wird dadurch bestimmt, dafs 
man auf die Axen die Strecke 1 abträgt, 0X= 0T= 0Z= 1 und 
deren Bilder bestimmt. 

2. Die einfachste Art dieser Abbildung ist die, dafs man zwei 
Axen OX und OZ des Axenkreuzes in die Bildfläche selbst verlegt, 
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die dann einen rechten Winkel mit einander bilden und auf den die 
Streckeneinheiten OX und OZ sich in wahrer Gröfse darstellen. 
Von der dritten Axe, die in auf diesen senkrecht steht, kann der 
Endpunkt der Einheit nach jedem beliebigen Punkt der Bildebene 
durch einen schrägen Strahl abgebildet werden, so dafs das Bild OY 
dieser Axe durch jeden beliebigen Strahl von 0, imd das Bild der 
Einheit auf ihr durch jede beliebige Strecke dieses Strahles dargestellt 
werden kann. Häufig wird OY unter 30^ oder 150^ gegen OX ge- 
neigt und 0Y= Y ^^ angenommen (vgl. Fig. 129). 

Die Lage einer Ebene gegen das Axenkreuz wird durch die drei 

Abschnitte bestimmt, welche die Schnittpunkte der Ebene auf den 

Axen begrenzen. 

Setzt man auf die Zeichenebene in einen senkrechten Stift von der 
Länge 0X=0Z=1, so erhält man in der Geraden von dessen Grenzpunkt 
nach Y den Strahl, in dessen Richtung man das Auge versetzen mufs, um 
das Bild thunlichst körperlich erscheinen zu lassen. 

3. Diese Darstellungsart wird besonders in der Krystallographie 
angewendet. Man zeichnet mit Hilfe der Schnittpunkte jeder Ebene 
des Krystalles mit den Axen die Schnittgeraden dieser Ebenen mit 
den Axenebenen und erhält mittels der Schnittpunkte dieser Schnitt- 
geraden Punkte der Kanten des betr. Körpers. 

a) So wird das regelmäfsige Oktaeder (dessen Flächen auf den 
Axen Abschnitte ergeben, die im Verhältnis 1:1:1 stehen) darge- 
stellt durch die Verbindungstrecken der sechs Grenzpunkte der von 
aus auf den Strahlen und .Gegenstrahlen des Axenkreuzes aufgetragenen 
Einheiten. 

b) Die Kanten des Tetraeders werden erhalten, indem man 
durch die Ecken einer Oktaederfläche Parallele zu den Gegenseiten 
zieht und dies wiederholt für weitere Flächen des Oktaeders, die 
keine Kanten mit einander gemein haben. 

c) Der Würfel (Axenschnittverhältnis 1 : cx) : cx)) wird erhalten, 
indem man in jeder Ebene zweier Axen das Bild des Quadrates 
zeichnet, dessen Seitenmitten die Endpunkte der Einheiten auf den 
Axen sind, und dann durch die Ecken dieser Vierecke die Parallelen 
zur dritten Axe zieht. 

d) Das Rhombendodekaeder (1:1: oo) wird erhalten, indem 
man je einen Grenzpunkt einer Axeneinheit mit den Ecken des eben 
angegebenen Quadrates verbindet, das in der Ebene der beiden andern 
Axen liegt. 

e) Ein Ikositetraeder oder Vierundzwanzigflächner, von 
welchem jede Fläche auf den Axen drei Strecken begrenzt, die im 
Verhältnis 1:2:2 stehen, wird dargestellt, indem man zunächst auf 
die Axen die Strecken 1 und 2 abträgt und in jedem Axenwinkel die 
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beiden Punktpaare verbindet und dann von dem Schnittpunkt ihrer 
Verbindungsgeraden den Strahl in der Richtung nach dem Punkt im 
Abstand 2 auf der dritten Axe zieht und zwar nur bis zum Schnitt- 
punkt mit einem ebenso erhaltenen Strahl. Es entstehen in jedem 
Achtel des Axenkreuzes die Bilder dreier gleichschenkeligen Vierecke. 

f) Werden dagegen zunächst die Kanten des Oktaeders ge- 
zeichnet und dann von jeder Ecke der Strahl in der Richtung nach 
dem in e) angegebenen Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der. End- 
punkte von 1 und 2 in der gegenüberliegenden Axenebene gezogen, 
so entsteht das Triakisoktaeder oder das Pyramidenoktaeder 
mit dem Axenverhältnis 1:1:2. 

g) Ein Tetrakishexaeder oder Pyramidenwürfel, dessen 
Flächen auf den Axen das Strecken Verhältnis 1 : 2 : oo ergeben, wird 
entworfen, indem man zunächst 
wieder die Strecken 1 und 2 auf 
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Fig. 129. 



den Axen anträgt (Fig. 129). 
Die Verbindungsgeraden X.Z^ 
und ZX^ sind die Schnittge- 
raden der Axenebene XOZ mit 
zwei Ebenen, welche parallel OY 
sind und daher sich in einer 
Kante P^jB^ || Y schneiden. In 

gleicher Weise erhält man die //m v l vä J V^^ "->.f 

Kanten P^^i und Ps-Et, welche 
die erstere in einem Punkt E^ 
schneiden. Von diesem Punkt 
gehen noch die Kanten nach 
den Punkten X, Y, Z, so dafs 
in E^ ein Sechskant entsteht. 
In gleicher Weise werden die Gegenrichtungen zu OX, OF, OZ 
benützt. 

h) Der Achtundvierzigflächner oder das Hexakisoktaeder^ 
mit den Axenabschnitten im Verhältnis 1 : 1^ : 2 wird ähnlich wie in 
e) und f) ausgeführt. 

i) Aus diesen Körpern werden solche mit der halben Flächen- 
zahl erhalten, wie oben bei dem Tetraeder gezeigt wurde. Denken 
wir uns z. B. von den Ebenen des Pyramidenwürfels (Fig. 129) nur 
die Hälfte vorhanden und zwar je zwei nicht an einer Kante des- 
selben zusammenstof sende Flächen, wie XP^E^, YP^E^ und ZP^E^, 
so entsteht an .Ej ein Dreikant. Bei X, Y, Z sclmeiden die betr. 
Ebenen die mit ihnen in Bezug auf die Axenebene beiderseits gleich- 
liegenden Ebenen in drei Parallelen zu den Axen XÄ^ \\ F, YÄ^ \\ OZ, 
ZÄ^ II OXy welche jeweils durch die Verbindungsgeraden X^ Y, Y^ Z, 
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Z^X begrenzt werden; E^A^y E^Ä^, -^i-^s ^^^^ ^® Kanten des Drei- 
kants. Man erhält so (als hemiedrisohen Körper des Tetrakis- 
hexaeders) ein Pentagondodekaeder. 



§ 44. Abbildung der Kngeloberfläche. 

Kartennetze. 

!• Von den Umdrehungsflächen Kegel-, Cylinder- und Kugel- 
fläche lassen sich nur die beiden ersteren in die Ebene aufrollen, 
und so läfst sich ein ebenes Bild irgend welcher auf ihnen ge- 
zeichneten Figuren erhalten. Die Abbildung der Figuren einer Kugel- 
fläche aber ist besonders von Wichtigkeit wegen ihrer Anwendung 
zur Darstellung der Erdoberfläche oder des Fixstemhimmels. Es 
werden bei den hierzu dienenden Kartennetzen zuerst die Meridiane 
und Parallelkreise nach bestimmten Gesetzen gezeichnet und im An- 
schlufs an diese dann die einzelnen Orte eingetragen. Wir geben im 
Folgenden einige der gebräuchlichsten Darstellungsarten. 

Die Bildebene können wir uns stets als Berührungsebene irgend 
einer Kugel vorstellen, auf welcher das Gradnetz entworfen ist, da 
die Bilder auf parallelen Ebenen ähnlich sind. Der Berührungspunkt 
der Bildebene stellt den Mittelpunkt der Karte dar, wonach das Netz 
verschieden ausfällt, je nachdem der Punkt der Pol ist, — oder auf 
dem Äquator liegt, — oder irgend einem Breitegrad angehört. 

2. Das orthographische Kartennetz ist die Darstellung des 
Kugelnetzes nach Grund- oder Aufrifs. Berührt die Grundrifsebene 
einen Pol, so giebt der Aufrifs das Netz mit dem Äquator in der 
Mitte. Im Grundrifs werden die Parallelkreise als Kreise um den 
Pol, die Meridiane als Durchmesser dargestellt, welche gleiche Winkel 
mit einander bilden. Im Aufrifs werden die Parallelkreise als parallele 
Sehnen dargestellt, die als Durchmesser der Parallelkreise im Grundrifs 
benutzt werden. Man überträgt dann noch die Schnittpunkte der 
Parallelkreise und Meridiane aus dem Grundrifs in den Aufrifs und 
zeichnet die Meridiane als halbe Ellipsen. — Um für einen Punkt 
irgend welcher geographischen Breite als Kartenmittelpunkt das Netz 
zu erhalten, zeichnet man den zuvor entworfenen Aufrifs mit gedrehter 
Axe ab, der Art, dafs der betr. Punkt an die höchste Stelle kommt 
und entwirft hierzu den Grundrifs, in welchem alle Punkte die gleiche 
Entfernung von der Axe behalten, wie in dem zuvor entworfenen 
Grundrifs (§ 42, 5 b). 

3, Die Abbildungen einer Kugel lassen sich nach der Lage des 
Strahlpunktes einteilen in solche, bei welchen der Strahlpunkt im 
Kugelmittelpunkt liegt oder auf der Kugeloberfläche oder in einem 
beliebigen andern Punkt. Liegt der Strahlpunkt im Mittelpunkt 
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der Kugel (centrale, gnomonische Projektion), so werden die 
Bogen aller Hauptkreise als Strecken (kürzeste Abstände) dargestellt. 
Mit zunehmender Entfernung vom Mittelpunkt der Karte (dem 
örundrifs des Strahlpunktes auf der Bildebene) werden gleiche 
Bogen mehr und mehr wachsend dargestellt, und die Punkte, die um 
y^ des Kreises von jenem entfernt sind, fallen in unendliche Ent- 
fernung. Die Erdoberfläche wird hierbei meist auf die Flächen 
eines regelmäfsigen Körpers, welcher der Kugel umbeschrieben ist, 
abgebildet. 

4, Bei dem stereographischen Netz (Hipparch, 150 v. Chr.) 
wird ein Punkt C der Kugeloberfläche als Strahlpunkt und die Be- 
rührungsebene im gegengesetzten Punkt 
M (oder irgend eine mit ihr parallele 
Ebene) wird als Bildebene angenommen. 
Es sei ÄPB irgend ein Kreis der Kugel 
und Ä^B^ sein Bild auf die in M berüh- 
rende Ebene. Wird mm durch CM die 
Ebene GAB senkrecht zur Ebene AFB /, 
gelegt, so ist die erstere Ebene der Haupt- -^' 
axenschnitt des Strahlenkegels (S. 52, l) 
und senkrecht zur Bildebene; zugleich ist j,r ^^^ 

^CÄB=CBiÄi, da letzterer Winkel 
gleich dem Winkel von CB mit der Berührungsebene in C ist. Die 
Bildebene Ä^F^^B^ ist somit Wechselschnitt zur Ebene des Kreises 
AB, also auch das Bild A^^B^ ein Kreis (S. 54, e). — Schneiden ein- 
ander die Berührenden eines Punktes P und seines Bildes P^ in Q, 
so ist. (nach S. 85, 2 Anmerk.) PQ = P^Q. Wird der Kreis AB m P 
von einem zweiten Kreis geschnitten, so gilt ebenso für die Berüh- 
rende desselben PL = Pji, wenn L deren Schnittpunkt ist. Da 
aufserdem QL= QL, so folgt, dafs ^ QPL= QP^L. Somit ist 
erwiesen: 

a) In der stereographischen Darstellung wird jeder Kreis wieder 
als Kreis (oder als Gerade) abgebildet, 

b) Der SchnittwinJcel zweier Kreise bleibt in dieser Abbildung un- 
verändert. 

Hieraus folgt, dafs die kleinsten Teile der Abbildung ähnlich 
den entsprechenden Teilen auf der Kugel sind. Abbildungen^ welche 
diese Eigenschaft haben, nennt man winkeltreue (isogonale oder 
konforme). 

In Fig. 131 b ist das stereographische Netz für einen Punkt von 
60^ Breite entworfen. Fig. 131a stellt zunächst zu diesem Zweck 
den Aufrifs der abzubildenden Halbkugel auf einer zur Bildebene der 
zweiten Figur senkrechte Ebene dar. Der Strahlpunkt ist C, und 
letztere Bildebene erscheint als Gerade A^B^ verkürzt; sie ist parallel 

Henrici u. Treutlein, El«mentargeometTie m. 2. Aufl. 9 
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zur Berührungsebene in G durch den Mittelpunkt der Kugel gelegt. 
Der Meridian ^1-^2^1 ^^^^ als Durchmesser ANB dargestellt; seine 
Schnittpunkte mit den Parallelkreisen 0®, 30^, 60^ werden erhalten^ 
indem die betreffenden Punkte in Fig. 131 a zunächst von C auf A^B^ 
übertragen werden 
und dann durch Senk- 
rechte zu A^B^ auf 
J.jB; man erhält so 
von jedem ParaUel- 
kreis den Durch- 
messerauf AS. Sollte 
ein Grenzpunkt eines 

solchen Durch- 
messers zu weit 
hinausfallen, so ent- 
wirft man das Bild 
des Schnittpunktes 
von A^B^ mit dem ---'-'^- 
in Fig. 131a als Ge- 
rade dargestellten Pa- 
rallelkreis auf dem 
umfang des Kreises 
AB in Fig. 131b 
und erhält so einen 
oder zwei Punkte 
des Kreises. Die 
beiden Pole N^ S^ 
werden nach N^^S^ und von da nach NS abgestrahlt. An diese 
Sehne NS trägt man als Berührungswinkel 30<>, 60^, 90^ an; die 
zugehörigen Kreisbogen sind die Meridiane. 

6, Andere, nicht durch Bestrahlung entstehende Kartennetze 
erhält man, indem man das Bild zunächst auf einer Kegel- oder 
Cylinderfläche dargestellt und diese dann in die Ebene aufgerollt 
denkt. Der Kegel wird entweder als die Kugel berührend in dem 
die Mitte der Karte einnehmenden Parallelkreis oder als die Kugel 
in zwei Parallelkreisen schneidend angenommen. Diese Kreise, sowie 
der mittlere Meridian der Karte werden durch die Schnitte ihrer 
Ebenen mit dem Kegel dargestellt; für die übrigen ParaUelkreise 
ergeben sich Kreise um denselben Mittelpunkt, deren Abstände den 
Bogen des mittleren Meridians entsprechen. Die Meridiane werden 
als Seitengeraden des Kegels durch die Grenzpunkte der entsprechenden 
Bogen der erstgenannten Parallelkreise abgebildet oder als krumme 
Linien duich die Grenzpunkte der auf allen ParaUelkreisen bestimmten 
Bogen. 




Fig. 131 a. 
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Tritt an die Stelle des Parallelkreises der Äquator, so ist die zu- 
gehörige abwickelbare Fläche ein Cylinder. Meridiane und Parallel' 
kreise bilden dann ein aus Rechtecken bestehendes Netz. Da die 
Meridiane gegen die Pole zusammenlaufen, hier aber als Parallele 
abgebildet werden, so wächst das Verhältnis der abgebildeten Bogen 
der Parallelkreise zu den entsprechenden wahren Bogen mehr imd 
mehr mit zunehmender Breite und zwar im Verhältnis 1 : cos 9, 
wenn 9 die geographische Breite ist, da die Halbmesser der 
ParaUelkreise im Verhältnis cos fp stehen. Werden die Abstände 
der Parallelkreise, d. i. die Bogen der Meridiane in demselben Mafse 
vergröfsert, so erhält man Mercator's Projektion*); die Teile der 
Karte wachsen gegen die Pole liin bis ins Unendliche, sind also für 
diese Punkte selbst nicht ausführbar. In diesem Netz zeigt sich 
hiemach eine von zwei benachbarten Parallelkreisen und zwei solchen 
Meridianen begrenzte Fläche als ein Rechteck, dessen Seitenverhält- 
nisse um so mehr mit den wirklichen Verhältnissen übereinstimmen, 
je kleiner die Fläche ist. Es ist somit diese Darstellung eine in den 
kleinsten Teilen ähnliche, also winkeltreue. 

Da eine Gerade in dieser Darstellung alle Meridiane unter dem- 
selben Winkel schneidet, so gilt dies auch für die ihr entsprechende 
Linie auf der Kugel, die Loxodrome, (welche ein Schiff durchläuft, 
das seinen Kurs immer nach einerlei Himmelsrichtung einhält). Auf 
dem Cylinder, dessen Abwickelung die Karte ergiebt, ist sie eine 
Schraubenlinie; auf der Kugel entspricht ihr demnach eine krumme 
Linie, welche sich dem Pol in unendlich vielen Windungen nähert, 
ohne ihn zu erreichen. 

Flächentreue Abbildungen geben die Flächenteile der Kugel in 
dem der Wirklichkeit entsprechenden Verhältnis. 



§ 45. Bestimmnng des Oesichtspnnktes zn einem Bild von 

banlichen Gegenständen. 

!• Wenn der Zweck einer Abbildung körperlicher Gestalten auf 
einer Ebene der ist, auf unser Auge thunlichst denselben Eindruck zu 
machen wie erstere selbst, so wird ein künstlerisches oder ein 
malerisches Bild entworfen, wie es sich ergiebt, wenn ein Auge 
der Strahlpunkt ist und die Bildfläche lotrecht zwischen Auge und 
Gegenstand liegt. Der Strahlpunkt wird der Gesichtspunkt genannt 



*) Dieses Netz wurde ausgedacht und zuerst (1669) bei der Zeichnung 
einer Weltkarte benutzt von dem deutseben Geographen Gerhard Kremer, 
genannt Mercator, aus Duisburg (1612—1694). Er liefs die Längen der Meri- 
dianbögen yon ganzem Grad zu Grad im Verhältnis 1 ; cos <p wachsen, was an- 
nähernd an Stelle stetigen Wachsens genommen werden kann. 

9* 
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und der Fufspunkt der Senkreckten von ihm auf die Bildebene der 
Hauptpunkt. 

Für die Bilder von Geraden und von ebenen Figuren gelten hier 
natürlich die im III. Abschnitt gegebenen Sätze. Aber auch für Gerade, 
welche nicht einer einzigen Ebene angehören, ergeben sich leicht die 
folgenden Sätze: 

a) Gerade, die unter sich und zur Bildebene parallel sind, werden 
als Parallele abgebildet. 

b) Die Bilder paralleler Geraden, die nicht parallel der Bildebene 
sind, la/ufen in einem Ptmkt, dem Fluchtpunkt, zusammen, welcher auf 
dem zu den Geraden parallelen Strahl des Gesichtspunktes liegt. 

c) Von allen Geraden paralleler Ebenen liegen die Fluchtpunkte 
auf einer einzigen Geraden, auf der Fluchtgeraden dieser Ebenen; es ist 
dies die Schnittgerade der zu den Ebenen parallelen Ebene durch den 
Gesichtspunkt 

d) Der Hauptpunkt ist der Fluchtpunkt aller Senkrechten zur 
Bildfläche; die Wa^grechte durch ihn enthält die Fluchtpunkte aller wag- 
rechten Geraden, 

Diese Gerade heilst der Horizont des Bildes. 

2. Wir wollen hier nicht weiter ausführen, wie solche künst- 
lerische Bilder zu entwerfen sind, sondern nur die Aufgabe lösen, 
wie zu einem Bilde der Gesichtspunkt zu finden ist, von 
welchem aus man das Bild betrachten mufs, damit es den dargestellten 
Gegenständen am besten entspricht. Das Mittel hierzu bilden die 
Darstellungen von Gegenständen, an welchen quadratische oder recht- 
eckige Flächen vorkommen. 

Sind auf dem Bild zwei parallele wagrechte Gerade dar- 
gestellt, so verlängert man die Bilder dieser Geraden bis zu ihrem 
Schnittpunkt und zieht durch diesen eine wagrechte Gerade. Die 
Höhe des Gesichtspunktes ist dann bestimmt durch die wag- 
rechte Ebene dieser Geraden. 

3. Ist in der Zeichnung ein wagrechtes Quadrat oder 
Rechteck dargestellt, von dem eine Seite parallel der Bild- 
fläche ist — was man daraus erkennt, dafs auch ihre Abbildung 
wagrecht ist — , so stellen die angrenzenden Seiten Senkrechte zur 
Bildebene dar; sie schneiden einander im Hauptpunkt. Der Ge- 
sichtspunkt liegt auf der in diesem Punkt senkrecht zur Bildebene 
errichteten Geraden. 

Liegt zunächst die Darstellung eines Quadrates vor, so trifft eine 
Eckenlinie in dem Bild den durch den Hauptpunkt gelegten Horizont 
in einem Punkt (Distanzpunkt), dessen Abstand vom Hauptpunkt 
zugleich den Abstand des Gesichtspunktes von letzterem giebt, 
da die Eckenlinie unter einem Winkel von 45^ gegen die Bildebene 



§ 45. IX. Eap. Abbildung von Gestalten des körperlichen Baumes. 133 

geneigt ist und der Sehstrahl nach dem Fluchtpunkt der Eckenlinie 
zu dieser parallel ist. 

Für den Fall^ dafs statt des Quadrates ein Rechteck dargestellt 
ist, dessen Seitenverhältnis a : & aus der Zeichnung erkennbar ist 
(z. B. bei einer Säulenhalle aus der Zahl der Säulen in beiden Rich- 
tungen, bei einem Hause an der Zahl der Fenster), verhält sich auch 
die Strecke zwischen dem Fluchtpunkt der Eckenlinie (auf dem Hori- 
zont) und dem Hauptpunkt zum Abstand des Gesichtspunktes von 
letzterem wie a : 6, wonach dieser Abstand bemessen werden kann. 

4, Ist ein wagrechtes Quadrat oder Rechteck ohne eine 
zur Bildebene parallele Seite dargestellt, so liegt der Gesichts- 
pimkt auf dem Ereis, der um die Strecke zwischen beiden Flucht- 
punkten der Seiten als Durchmesser in der wagrechten Ebene dieser 
Strecke gelegt wird; denn die Strahlen von dem Gesichtspunkt nach 
den Fluchtpunkten müssen, als Parallele zu den Seiten des Quadrates 
oder Rechtecks, einen It mit einander bilden. 

Liegt zunächst das Bild eines Quadrates vor, so muTs dieser R 
von der Geraden nach dem Fluchtpunkt einer Eckenlinie halbiert 
werden. Wird der genannte Kreis um den wagrechten Durchmesser 
in die Bildebene umgeklappt, so giebt die Verbindungsgerade der 
Mitte des einen Halbkreises mit dem Fluchtpunkt der Eckenlinie den 
Durchmesser, dessen anderer Grenzpunkt der Gesichtspunkt ist, sobald 
der Kreis wieder wagrecht gelegt wird, so dafs letzterer Punkt vor 
die Bildfläche kommt. 

Ist dagegen das Bild eines Rechtecks gegeben, dessen Seitenver- 
hältnisse man kennt, so ist statt der Mitte des Halbkreises hinter der 
Bildfläche der Grenzpunkt des Bogens zu bestimmen, welcher dem 
Winkel der Eckenlinie mit einer der Seiten entspricht. Man trägt 
diesen Winkel am Fluchtpunkt der andern Seite an dem Horizont in 
den Halbkreis und erhält auf diesem durch den zweiten Schenkel des 
Winkels den Punkt, der mit dem Fluchtpunkt der Eckenlinie und 
dem Gesichtspunkt auf einer Geraden liegt. 



Übungsaufgaben. 



I. 

Aufgaben zum ersten Kapitel. 

Bemerkung. Die Zeichenaufgaben des körperlichen Raumes er- 
fordern das Legen von Ebenen durch die sie bestimmenden Stücke ebenso 
wie die der ebenen Geometrie das Ziehen von Geraden. In jenen Hilfs- 
ebenen sind die Aufgaben auf solche der ebenen Geometrie zurückzuführen. 

1. Maa soll durch einen Punkt eine Gerade legen, welche § l. 
mit einer gegebenen Geraden a) einen gegebenen Winkel bildet, 
b) parallel ist. 

3. Man soll durch einen Punkt auTser einer Ebene eine zu 
letzterer parallele Gerade ziehen. Wie viele Lösungen? 

3. Durch a) einen Punkt, b) eine Gerade soll eine Ebene pa- 
rallel zu einer gegebenen Geraden gelegt werden. 

4« Sind Gerade, die einer Ebene parallel sind, einander parallel? 

5. Man bestimme die Lage aller durch einen Punkt gehenden 
und a) zu einer Ebene parallelen Geraden, b) zu einer Geraden pa- 
rallelen Ebenen. 

6. Gegeben seien zwei windschiefe Gerade g-^ und g^ . Man soll 
bestimmen: 

a) durch g^ eine mit g^ parallele Gerade; 

b) durch g^ die mit g^ parallele Ebene; 

c) durch einen gegebenen Punkt die zu g^ und g^ parallele Ebene; 

d) durch einen gegebenen Punkt die g^ und g^ schneidende 
Gerade; 

e) eine g^ und g^ schneidende Gerade, welche einer gegebenen 
Geraden l parallel ist; 

f) eine g^ und g^ schneidende Gerade, welche einer gegebenen 
Ebene X parallel ist. 

7. Wem man durch jede von zwei windschiefen Geraden o 
und h die zur andern parallele Ebene a und ß legt, so ist a || /3; 
Beweis? 

8« Man soll die Gerade bestimmen, welche drei windschiefe 
Gerade schneidet und zwar die eine in einem gegebenen Punkt. 
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§ 2. 9. Es soll der Ort aller Punkte angegeben werden, von welchen 

aus die parallel einer gegebenen Geraden nach einer Ebene gezogenen 
Strecken einander gleich sind. 

10. Zwei Ebenen sind parallel, wenn sie von drei nicht in einer 
Ebene liegenden parallelen Geraden gleiche Stücke ausschneiden. 

11. Drei parallele Ebenen schneiden aus zwei Geraden Strecken 
von gleichem Verhältnis aus. 

12. Man soll von einem windschiefen Viereck, d. i. von einem 
solchen, dessen Ecken nicht in derselben Ebene liegen, die folgenden 
Sätze beweisen: 

a) Die Mitten der vier Seiten liegen in einer Ebene und be- 
stimmen ein Parallelogramm. 

b) Die Verbindungsgeraden der Mitten der Gegenseiten und der 
Eckenlinien gehen durch einen Punkt und halbieren einander in 
demselben. 

c) Zwei Gegenseiten eines einbeschriebenen ebenen Vierecks 
schneiden einander auf einer Eckenlinie des windschiefen. 

§3u. 4. 13. Wenn eine von zwei parallelen Ebenen zu einer dritten 

Ebene senkrecht ist, so ist es auch die andere. 

15. Wenn eine von zwei pa- 
rallelen Ebenen zu einer Geraden 
senkrecht ist, so ist es auch die 
andere. 

17. Wenn eine Ebene und eine 
Gerade auTser ihr senkrecht zu 
einer Ebene sind, so sind erstere 
parallel. 

19. Wenn von zwei Ebenen die 
eine parallel, die andere senkrecht 
zu einer Geraden ist, so sind sie 
unter einander senkrecht. 



14. Wenn eine von zwei pa- 
rallelen Geraden zu einer Ebene 
senkrecht ist, so ist es auch die 
andere. 

16. Wenn eine Gerade und eine 
Ebene aufser ihr senkrecht zu 
einer Geraden sind, so sind erstere 
parallel. 

18. Wenn von zwei Strahlen der 
eine parallel, der andere senkrecht 
zu einer Ebene ist, so sind sie 
unter einander senkrecht. 
§ 6. 20. Man soll durch einen Punkt, welcher a) auf, b) auTser einer 

Geraden liegt, die zur Geraden senkrechte Ebene legen. 

21. Man soll durch einen in der Ebene a liegenden Punkt P 
eine zur Ebene senkrechte a) Ebene, b) Gerade bestimmen. (An- 
wendung von S. 12, 3 Zusatz.) 

22. Dieselben Aufgaben wie 21, wenn P aufserhalb a liegt. — 
Andeutung: a) Fälle die Senkrechte von P auf eine Gerade a in a. 
b) Löse zuerst a). 

23. Durch a) eine gegebene Gerade, b) einen gegebenen Punkt 
eine Ebene zu legen, welche mit einer gegebenen Ebene einen ge- 
gebenen Winkel bildet. 

24. Es soll in einer Ebene a) durch einen ihrer Punkte, 
b) parallel einer Geraden eine Gerade x so gezogen werden, dafs sie 
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von a) einem Punkte aufser der Ebene den gegebenen Abstand r, [§ 5.] 
ß) zwei Punkten aufser der Ebene die gegebenen Abstände r und s hat. 
25. Man soll eine Ebene bestimmen, welche: 



a) durch eine Gerade geht und 
von einem gegebenen Punkt ge- 
gebenen Abstand hat; 



b) durch eiuen Punkt geht und 
von einer gegebenen Geraden ge- 
gebenen Abstand hat; 



c) durch einen Punkt geht und von drei gegebenen nicht auf 
einer Geraden liegenden Punkten gleichweit absteht. 

26. Alle Strecken, welche von Punkten einer Geraden aus auf 
eine zu ihr parallele Ebene senkrecht gefällt werden, sind gleichgrofs. 

27. Welches ist der Ort aller Punkte, die von einer Ebene eine 
gegebene Entfernung haben? 

28. Man soll den Ort aller Punkte angeben, welche von zwei 
a) parallelen, b) nicht parallelen Ebenen a) den gleichen, ß) je ge- 
gebenen Abstand, y) gegebenes Verhältnis der Abstände haben. 

29. Wie weit ist eiu Punkt P von einer Ebene a entfernt, wenn 
seine Entfernung von einem Punkte Ä der Ebene =^ a und wenn die 
Entfernung ÄF = r bekannt ist, wobei F der Grundrifs von P auf a 
ist? — Beispiele: a ^ 5, r = 3; a = 42,7, r = 7,7. 

30. Die Abstände zweier Punkte Ä und B von einer Ebene seien 
a und 6, der Abstand ihrer Grundrisse auf der Ebene sei c. Wie grofs 
ist ÄB^ — Beispiele: a = 17, 6 = 28, c = 60; a = 87, 6 = 15, 

c = 65; a=l,3, 6 = 4-|-, c = 1,52. 

31. Wie weit ist eiu Punkt von der Ebene eines regelmälsigen 
Dreiecks (Vierecks) entfernt, wenn sein Abstand von jeder Ecke des- 
selben gleich der Seite (= a) ist? 

32. Im Mittelpunkt eines regelmäfsigen Dreiecks (Vierecks), 
dessen Seite = a, sei die zu dessen Ebene senkrechte Strecke = a 
gezogen. Wie weit ist der Endpunkt der Strecke von den Ecken 
entfernt? 

33. Ein Dreieck habe die Seiten 104, 112, 120. Wie weit ist 
ein Punkt von seiner Ebene entfernt, wenn sein Abstand von jeder 
Ecke 169 beträgt? — Antw. = 156. 

34. Wird durch den Mittelpunkt eines Kreises eine zu seiner 
Ebene schiefe Gerade gelegt, so hat ein beliebiger Punkt der Geraden 
von den Kreispunkten verschieden grofse Entfernungen. Von welchem 
Punkte aus ist diese Entfernung am gröfsten? am kleinsten? von 
welchen beiden Punkten ist die Entfernung je die gleiche? 

35. Sind zwei Ebenen senkrecht zu je einer von zwei wind- 
schiefen Geraden, so ist ihre Schnittgerade parallel zur kürzesten Ent- 
fernung beider Windschiefen. 

36. a) Wenn eine Strecke s zwei windschiefe Gerade a und b 
unter gleichen Winkeln schneidet, so liegen die Schnittpirnkte gleich- 
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[§ 6.] weit entfernt von den Fufspunkten der kürzesten Entfernung beider 
Geraden. Beweis? — Andeutung: Lege durch a die Ebene « || ft und 
ziehe in a durch Punkt (as) die Parallele zu ft. 

b) Man soll zwischen zwei windschiefe Gerade a und h eine ge- 
gebene Strecke s so eintragen^ dafs sie mit a und h gleiche Winkel 
bildet. — Andeutung: Benutze Satz a). 

37. Man soll in einer gegebenen Ebene einen Punkt finden, 
der von zwei gegebenen a) Punkten oder b) Ebenen je gegebene Ent- 
fernungen hat. 

38. Durch einen Punkt soll eine Ebene gelegt werden, die mit 
einer Geraden einen gegebenen Neigungswinkel hat. 

39. Durch einen Punkt, der a) in, b) auTser einer Ebene liegt, 
soll eine Gerade gezogen werden, so dafs der Neigungswinkel eine 
gegebene Gröfse hat. 

40. Wird durch die Halbierungsgerade eines Winkels (oder 
seines Nebenwinkels) eine Ebene gelegt, so bilden mit dieser Ebene 
die Schenkel des Winkels gleiche Winkel, und ihre Grundrisse auf 
der Ebene bilden mit jener Halbierungsgeraden gleiche Winkel. 

41. Die Halbierungsgerade eines Winkels hat zum Grundrifs auf 
einer Ebene, die zu ihr ^oder zur Halbierungsgeraden, des Neben- 
winkels) parallel ist, die Halbierende des Grundrisses des Winkels. 

42. Wenn die von zwei Punkten A und B aus nach einer Ebene 
unter gleichen Neigungswinkeln gezogenen Strecken gleich sind, was 
läfst sich von A und B behaupten? — TJmkehrungen? 

43. Wie weit steht eine Ebene von einem Punkte ab, wenn 
eine von letzterem aus zur Ebene gezogene schiefe Strecke die 
Länge u hat und den Neigungswinkel von 30^ (60**, 45^) bildet? 

44. Wenn in Fig. 14 (S. 12) FB der Grundrifs von FA ist, und 
wenn BFA = 45« (SO«) und ^BIX = 45« (60<>) ist, welche Gröfse 
hat ^ AFXy 

45. Eine Wegstrecke von 2 km Länge sei gegen die wagrechte 
Ebene um 2« 20' geneigt; wie grofs ist ihr Grundrifs auf letzterer? 

46. Welchen Winkel bildet die Gerade AB in Nr. 30 mit der 
Ebene? 

47. Ein Weg bestehe aus drei Strecken AB, BG, CD, die 
das Gröfsenverhältnis 2:1:3 haben und gegen die wagrechte Ebene 
um 5® 26', 3« 40', 1734-« geneigt sind; der gesamte Grundrifs auf der 
genannten Ebene betrage 6 km 783 m. Wie lang sind die einzelnen 
Strecken? 

48. Ein Punkt P und aufser ihm eine Ebene s seien gegeben. 
Man soll durch P nach b eine Strecke von a) bekannter Länge l, 
b) bekanntem Neigungswinkel X ziehen, welche einer zugleich ge- 
gebenen Ebene e' parallel ist. 

49. Man soll zwischen eine Gerade und eine Ebene eine ge- 
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gebene Strecke so eintragen, dafs sie parallel einer gegebenen Ebene [§ 5.] 
wird und mit der gegebenen a) Ebene, b) Geraden einen gegebenen 
Winkel bildet. 

60. Die Grundrisse aller Durchmesser eines Kreises werden 
durch den Grundrifs des Mittelpunktes halbiert. Welcher Durch- 
messer hat den gröfsten Grundrifs? welcher den kleinsten? welche 
haben gleiche Grundrisse? 

51, Die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks d liege in 
einer Ebene s, und die Neigungswinkel seiner Katheten gegen s seien 
a und ß. Wie grofs ist <^ (Ss)? — Beispiel: a = 20«, ß = 2b^ 
Andeutung: Drücke die fraglichen Strecken in der Hypotenuse c und 
den Winkeln a und ß aus. 

52, Zwischen zwei parallelen Ebenen im Abstand a seien zwei 
schiefe Strecken gezogen, deren Längen das Verhältnis 3 : 5 und deren 
Neigungswinkel mit einer der Ebenen das Verhältnis =2:1 haben. 

Welche Länge haben beide Strecken? — Beispiel: a == yV^ 

63. Ein ebener bergangehender Weinberg zeige in einem Plan 
die Gröfse von 22 a 8qm; sein Neigungswinkel gegen die wagrechte 
Ebene ist = 14P 50'. Welches ist seine wirkliche (nutzbringende?) 
Fläche? 



II. 

Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

Im Folgenden sind unter „Kegel" und „Cylinder" nur Umdrehungsflächen zu 

verstehen. 

!• a) Welche Gröfsenbeziehungen finden statt zwischen dem § 7. 
Halbmesser r einer Kugel, dem Mittelpunktsabstand a einer die 
Kugel schneidenden Ebene, dem Halbmesser q des Schnittkreises und 
dem Winkel g), den ein nach dem Schnittkreise gehender Kugelhalb- 
messer mit dessen Ebene bildet? 

b) Wie viele der in a) genannten Gröfsen r, a, q, q) bestimmen 
die übrigen? 

2. Man soll die fehlenden der in 1 genannten Gröfsen r, a, p, q) 
berechnen, wenn bekannt ist: 

a) r = 53, a = 28; c) a = 7,2, 9 = 47» 55'; 

b) r = 130, (p = 14<» 15'; d) p = 5,8, 9 = 86^ 3'. 

3, Legt man durch zwei Kugeln mit gemeinsamem Mittelpunkt 
irgend welche Ebenen, so hat der zwischen beiden Schnittkreisen 
liegende Kreisring stets den gleichen Inhalt. 
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[§ 7.] 4. Wie grofs ist der Halbmesser eines Parallelkreises der Erde, 

dessen geographische Breite ß bekannt ist, wenn der Erdumfang 
= 40000 km ist? — Beispiel: ß = 49« 25'. 

6, Welche Länge hätte ein in 50« geographischer Breite rings 
um die Erde gespannter Telegraphendraht? 

6. a) Welche Länge hätte die Pacificbahn, wenn sie durchweg 
in 40« geographischer Breite vom Meridian von New -York (74« w. v. 
Gr.) bis zu dem von San Francisco (122« w. v. Gr.) ginge? — 

b) Wenn Montevideo und Kapstadt genau unter derselben Breite 
von 35« lägen, wie grofs wäre der Parallelkreisbogen zwischen beiden 
Orten, da sie einen Zeitunterschied von 5 Stunden haben? 

c) In welcher gemeinschaftlichen geographischen Breite liegen 
zwei Punkte, zwischen denen der Parallelkreisbogen 750 g. Meilen 
und der Zeitunterschied 6 Stunden 25 Minuten beträgt? [Erdhalb- 
messer = 860 g. Meilen.] 

d) Die geographische Länge und Breite von Kairo und New- 
Orleans sollen aus Karten bestimmt werden; danu soll die Länge 
des Parallelkreisbogens zwischen beiden Orten in deutschen Seemeilen 
angegeben werden. (Die Länge der letzteren entspricht einer Bogen- 
minute des Meridiankreises der Erdkugel.) 

e) Der Mittelpunktwinkel der Erdhalbmesser der beiden Orte 
(in a bis d) soll bestimmt werden und hierauf der kürzeste Abstand 
der beiden Orte auf der Kugel. 

7. Welche Lage haben die Mittelpunkte aller parallelen Schnitt- 
kreise einer Kugel? 

8. Welches ist der Ort der Mitten aller Kugelschnittkreise von 
gleicher Gröfse? 

9. An eine gegebene Kugel soll die berührende Gerade und 
Ebene gelegt werden, die a) durch einen Punkt der Kugel geht, 

b) durch einen Punkt aufser der Kugel geht, c) durch eine gegebene 
Gerade geht, d) parallel einer gegebenen Ebene ist, e) parallel einer 
gegebenen Geraden ist und durch einen gegebenen Pimkt geht, f ) mit 
einer gegebenen Ebene (oder Geraden) einen gegebenen Winkel bildet. 

10. An einer körperlichen Kugel soll man: 

a) für einen auf ihr gezeichneten Kreis den Halbmesser q finden; 

b) ihren eigenen Halbmesser finden; 

c) durch zwei auf ihr gegebene Punkte den Hauptkreis legen. 
Andeutung, a) Messe die Sehnen dreier Punkte mit dem Zirkel 

und übertrage das DreiecK in die Ebene. — b) Zeichne mit der 
' Zirkelöffiiung s auf der Kugel irgend einen Kreis und benutze a). — 

c) Benutze wie in b) die Sehne des Viertels eines Hauptkreises. 

!!• Welches ist der Ort aller Punkte, deren Verbindungsgeraden 
mit zwei festen Punkten einen rechten Wiakel einschliefsen? 

12. Unter der Entfernung eines Punktes von der Kugelober- 
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fläche verstellt maai die Strahlstrecken nach dem nächsten Punkt der [§ 7.] 
Fläche. Welches ist dieser? und welches ist der entfernteste? 

13, Welches ist der Ort aller Punkte, deren Abstände von einer 
Kugel gleich einer gegebenen Strecke sind? 

14. Welches ist der Ort a) aller Punkte, b) aller Geraden, § 9. 
c) aller Ebenen (d. h. welche Fläche wird von allen Ebenen berührt), 

die von einer gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand haben? 
16. Welches ist der Ort aller Schnittgeraden je zweier Ebenen, 
die durch zwei feste parallele Gerade gehen und einen gegebenen 
Winkel mit einander bilden? 

16. Der Halbmesser eines Cylinders sei r, der Abstand seiner 
Axe von einer ihr parallelen Ebene = a (< r). Wie grofs ist der 
Abstand zwischen beiden Schnittgeraden der Ebene und des Cylinders? 

17. In welchem Abstand von der Axe schneiden einander die 
Ebenen, die den Cylinder in beiden Schnittgeraden (Nr. 16) berühren? 

18. Kann eine Ebene als Umdrehungsfläche aufgefafst werden? 

19. Ein Kegel sei bestimmt a) durch seinen Axenschnittwinkel, 

b) durch einen Schnittkreis mit dem Halbmesser r und dem Abstand % 
seiner Spitze von dessen Ebene. Man soll den Abstand eines Kreis- 
schnittes von der Spitze bestimmen, wenn der Halbmesser des Kreis- 
schnittes q ist. 

20. In einem Kegel, für welchen das Verhältnis v des Halb- 
messers eines Schnittkreises und des Abstandes desselben von der 
Spitze gegeben ist, soll der Winkel zwischen Seitengerade und Kreis- 
ebene berechnet werden. Beispiel: v = 0,6. 

21. In einem Kegel sei der Winkel der Axe mit einer Seiten- 
gerade = cc, mit einer Ebene durch den Scheitel == /5 (< «). Wie 
grofs ist der Winkel der beiden Schnittgeraden der Ebene und der 
Kegelfläche? 

22. Man soll an eine gegebene Kegel- oder Cylinderfläche eine 
berührende Ebene legen, welche a) durch einen auf der Fläche ge- 
gebenen Punkt geht; b) durch einen aufserhalb gegebenen Punkt geht, 

c) parallel einer gegebenen Geraden ist. 

23. Welches ist der Ort aller Ebenen, d. h. welche Fläche wird 
von jeder Ebene berührt, die a) parallel der Axe eines Cylinders 
ist und diesen in zwei Geraden von gegebenem Abstände schneidet? 
b) durch die Spitze eines Kegels geht und diesen in einem Zwei- 
strahl von gegebenem Winkel schneidet? 

24. Welches ist der Ort der Geraden (oder Ebenen), welche 
a) einer gegebenen Geraden parallel sind und von ihr einen ge- 
gebenen Abstand haben? b) eine gegebene Gerade in bestimmtem 
Punkte unter gegebenem Winkel schneiden? c) durch einen gegebenen 
Punkt gehen und eine gegebene Ebene unter gegebenem Winkel 
schneiden? 
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[§ 9.] 26. Gegeben sei eine Engel nnd innerhalb derselben ein Pnnkt. 

Man soll den geometrischen Ort der Engelsehnen bestimmen^ die 
dnrch den Punkt halbiert werden. Wie helTst die entsprechende Auf- 
gabe^ wenn der gegebene Pnnkt aofser der Engel liegt? 

26. Gehen von beliebigen Punkten einer Geraden ans Berüh- 
mngskegel an eine Engel, so schneiden deren Berühningskreise aUe 
einander in zwei festen Punkten. Wo liegen diese? 

27. Geht die Axe eines Cy linders oder Eegels durch die Mitte 
einer Eugel^ so sind die Schnittfiguren zur Axe seukrechte Ereise. '^ 

28. Einem Eegel soll eine Engel einbeschrieben werden, die 
einen gegebenen Halbmesser hat und zugleich a) eine die Axe schnei- 
dende Gerade berührt, b) eine gegebene Ebene berührt, c) eine den 
Eegel berührende Engel berührt. 

29. Zwei Engeln seien durch ihre Mittelpunktsentfemimg d und 
ihre Halbmesser r^ und r^ bestimmt. Wo liegen die Mittelpunkte 
der die beiden Engeln berührenden Eegelflächen? und welches sind die 
Winkel der Axenschnitte? Beispiel: d = 25, r^ = 12, r^ = 5 mm. 

30. Man soll den Ort der Mittelpunkte aller Engeln von ge- 
gebenem Halbmesser bestimmen, welche a) eines der Elemente Punkt, 
Gerade, Ebene, Eugel berühren, b) aus einer gegebenen Geraden (oder 
Ebene oder Eugel) eine Strecke (einen gegebenen Ereis) ausschneiden, 
c) zwei parallele Gerade berühren. 

31. Man soll eine Eugel mit gegebenem Halbmesser bestimmen, 
die irgend drei der folgenden Bedingungen erfüllt: sie soll a) durch 
einen gegebenen Punkt gehen, b) eine gegebene Ebene berühren, 
c) eine gegebene Eugel berühren, d) aus einer gegebenen Ebene 
einen gegebenen Ereis ausschneiden, e) aus einer gegebenen Eugel 
einen gegebenen Ereis ausschneiden. 

32. Man soll den Mittelpunkt einer Eugel finden, die eine 
Ebene und eine Eugel und zwar erstere (oder letztere) in gegebenem 
Punkte berührt. 

33. Welches sind die Bedingungen dafür, dafs zwei Engeln ein- 
ander ganz aus- oder ganz einschliefsen, berühren oder schneiden? 

§ 10. 34. Der Axenschnittwinkel einer Umdrehungskegelfläche sei 

2a; sie werde von einer Ebene durchschnitten, welche die Axe in 
der Entfernung a von der Spitze schneidet und mit der Axe den 
Winkel ß bildet. Wie grofs ist die Hauptaxe des entsprechenden 
Eegelschnittes? 

36. In einen Eegel, dessen Axenschnittwinkel = 2a sei, werden 
auf a) derselben Seite, b) verschiedenen Seiten des Mittelpunktes zwei 
berührende Engeln einbeschrieben, deren Halbmesser r^ und r^ (r^ < r^) 
seien. Welchen Axenschnittwinkel hat der zweite die beiden Engeln 

berührende Eegel? — Beispiel: 2a = 39® 35'; r^ = -ö"; ^j = 10 mm. 
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36. a) Welche öröfse hat die Hauptaxe des Ellipsenschnittes [§ 10.] 
eines Kegels ^ wenn die beiden die Schnittebene und den Kegel 
berührenden Kugeln die Halbmesser r^ (= 5 mm) und r^ (= 16 mm) 
haben und wenn der Axenschnittwinkel des Kegels 2cc (=43*^24') ist? 

b) Wo liegen Brennpunkt und Leitgerade des Parabelschnittes 
an einem Kegel, dessen Axenschnitt den Winkel 51^ hat, wenn der 
Scheitel der Kurve um 21 mm von der Kegelspitze absteht? 

c) Wie grofs ist der Asymptotenwinkel eines HyperbelschnitteS; 
wenn der Winkel des Hauptaxenschnittes 2 a und der Neigungswinkel 
zwischen der Axe des Kegels und der Schnittebene ß ist? — Bei- 
spiel: 1) 2« = 1200, ß = 450; 2) 2« = 80», ß = 23«. 

37. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte, die auf verschiedenen § ll. 
Seiten einer Ebene und gleichweit von derselben entfernt liegen, wird 
durch die Ebene halbiert. 

38. Welches ist der geometrische Ort des Punktes, welcher von 
drei durch einen Punkt gehenden Ebenen gleichweit entfernt ist? 

39. Jeder durch den Scheitel eines Winkels gehende Strahl, der 
mit beiden Schenkeln gleiche Winkel einschliefst, liegt in der den 
Winkel senkrecht halbierenden Ebene. 

40. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kugeln, die 
a) durch zwei gegebene Punkte gehen? b) zwei Gerade berühren? 
c) zwei Ebenen, insbesondere zwei parallele Ebenen berühren? 

41. Welches ist der Ort der Mittelpunkte der Kugeln, welche 
a) durch die Ecken eines Dreiecks gehen? b) die Seiten eines Drei- 
seits berühren? 

42. Giebt es einen Punkt, der gleichweit entfernt ist von vier 
nicht a) in einer Ebene liegenden Punkten? b) durch einen Punkt 
gehenden Ebenen? 

43. Es ist der Mittelpunkt einer Kugel zu bestimmen, die 
a) durch vier nicht in einer Ebene liegende Punkte geht; b) durch 
einen Kreis und einen Punkt aufser seiner Ebene geht; c) durch einen 
Kreis geht und eine Gerade aufser seiner Ebene berührt. 

44. Giebt es einen Punkt, der von den vier Seiten eines 
windschiefen Vierecks gleich weit entfernt ist? 

45. Um welche Axe ist die Ebene eines Winkels bei fest- § 12. 
bleibendem Scheitel zu drehen, damit nach der Bewegung jeder 
Schenkel fällt auf: a) den andern Schenkel? b) den eigenen Gegen- 
strahl? c) den Gegenstrahl des andern Schenkels? 

46. Es sind die Bedingungen der gegengesetzten Lage zweier 
Kugeln, Cylinder oder Kegel anzugeben in Bezug auf a) einen Mittel- 
punkt, b) eine Mittelgerade und c) eine Mittelebene. 
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ni. 

Aufgaben zum dritten E^apitel. 

§l3u.i4. 1. Man soll ein gleichschenkeliges Dreikant (mittels des sog. 

Netzes) herstellen^ von welchem: 

a) die gleichen Kantenwinkel = 70® und der ungleiche Kanten- 
winkel = 100«5 

b) der ungleiche Kantenwinkel = 44® und der Neigungswinkel 
der Kante ; in welcher die gleichen Seiten zusanunenstofsen; mit der 
Gegenseite = 32® ist. 

2. Man soll das Netz eines Dreikants zeichnen und das Drei- 
kant selbst herstellen, wenn gegeben sind: 

a) die drei Kantenwinkel a = 37®, h = 59®, c = 47®; 

b) zwei Kantenwinkel und der eingeschlossene Flächenwinkel 
a = 78®, h = 60®, y = 117®; 

c) zwei Kantenwinkel und der eine Gegenflächenwinkel a = 75®, 
b = 73®, a = 77®; 

d) ein Kantenwinkel und zwei anliegende Flächenwinkel a = 52®, 
ß = 64®, y = 55®. 

3. In jedem Dreikant gehen je durch eine Gerade die 

a) Ebenen, die die Kanten winkel senkrecht halbieren; 

b) Höhenebenen, d. h. die durch je eine Kante senkrecht zur 
Gegenseite gelegten Ebenen; 

c) Schwerebenen, d. h. die durch je eine Kante und die Winkel- 
halbierende der Gegenseite gelegten Ebenen; 

d) Winkelhalbierenden Ebenen. Welche Ausdehnung läfst d) zu, 
wenn auch die Nebenwinkel in Betracht gezogen werden? 

4. Wie erhält man die Axe eines Umdrehungskegels, der einem 
Dreikant a) umbeschrieben, b) einbeschrieben ist? 

5. Wie läfst sich der Satz vom Vorhandensein eines Mittel- 
punktes der Ecken und Seiten eines regelmäfsigen Vielecks ausdehnen 
auf das regelmäfsige Vielkant oder Vielflach? 

6. Wenn zwei Kanten eines Dreikants mit zweien eines andern 
zusammenfallen, die dritte Kante des einen aber innerhalb des andern 
fällt, so ist die Summe der Kantenwinkel des umschlief senden Drei- 
kants gröfser als die des umschlossenen. Beweis! 

7. Zieht man innerhalb eines Dreikants durch dessen Scheitel 
eine Gerade, so ist die Summe der Winkel, welche sie mit den drei 
Kanten bildet, kleiner als die Summe der Kantenwinkel des Dreikants. 

8. Zu gleichen geradlinigen Entfernungen zweier Kugelpimkte 
gehören auch gleiche oder zu einem Hauptkreis einander ergänzende 
Abstände auf der Kugelfläche — und umgekehrt. 
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9, Die Summe zweier Flächenwinkel im Dreikant übertriflft den [§ 13 u. 
dritten Flächenwinkel um weniger als 2 JB. Beweis! ^*] 

10, Die Summe zweier Kantenwinkel eines Dreikants und die 
Summe der gegenüberliegenden Ebenenwinkel sind beide entweder 
> 2i? oder beide < 2jB oder beide 2R, (Man nehme die Ecke aus 
zwei der Kanten imd dem Gegenstrahl der dritten Kante zu Hilfe.) 

11, Die in § 40 und 41 des ersten Teiles gegebenen Sätze über 
das Vieleck mit Mittelpunkt und Mittellinie und über das regel- 
mäfsige Vieleck sollen auf das Vielkant mit Mittellinie und Mittelebene 
und das regelmäfsige Vielkant übertragen werden. 

12, Durch wie viele und welche Stücke ist ein Kugeldreieck 
bestimmt? 

13, Welche Übereinstimmung und welcher Unterschied findet 
statt zwischen den Bedingungen der Deckungsfähigkeit von ebenen 
Dreiecken imd von Kugeldreiecken? 

14, a) Wenn die geographische Breite von Porto und New -York § 17. 
4P und ihr Längenunterschied 65^ beträgt, a) um wie viele Seemeilen 
(vgl. S. 142, Aufg. n, 6d) übertrifft der Parallelkreisbogen zwischen 
beiden Orten ihren kürzesten Abstand auf der Kugel? ß) bis zu welcher 
höchsten Breite mufs ein Schiff gegen Norden fahren, um auf dem 
Hauptkreis der Kugel beider Orte zu bleiben? y) unter welchem 
Winkel gegen den Meridian mufs es abfahren? 

b) Die Aufgaben S. 142, 11, 6 e sollen durch Sätze vom recht- 
winkeligen Kugeldreieck gelöst werden. 

16, a) Wie grofs ist jeder Winkel eines Kugeldreiecks, dessen 
Seiten aUe 60« sind? 

b) Was würde sich aus der cos -Formel des Winkels für die 
Seiten eines Kugeldreiecks ergeben, dessen Winkel alle = 60« wären? 

16. Die Entfernungen zwischen folgenden Orten sollen bestimmt 
werden, wobei der Erdhalbmesser = 6370 km angenommen wird. 

Ort: Geogr. Breite: ^^^^^ vonBerlin in Zeit: 

o Ix zain sec 

Berlin: +52» 30,3' 

Paris: +48« 50,2' + 44 14 

Wien: +48» 12,6' —0 11 56 

Greenwich: +51« 28,6' + 53 35 

Petersburg: +59« 56,5' —1 7 39 

New-York: +40» 52,7' + 5 49 31 

Sydney: —33« 51,7' —9 11 25. 

17. Der wievielte Teil des Erdumfangs ist der Bogen von Alt- 
kirch in Elsafs (y, = 47« 37', l^ = 7« 51') bis Memel (% = 55« 48', 
ig = 21» 9')? 

18. Wie weit ist der kürzeste Seeweg von Catauia (q)^ = 37« 30', 

10* 
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[§ 17.] l^ = 12« 400 nach Alexandria (tp^ = 31<> 13', X^ = 33<» 8'), wenn auf 
jeden Grad 15 geographische Meilen kommen? 

19. Wie viele Tage braucht ein Schiff von Cadiz (g?i = 36® 16', 
Ai = — 6« 18') nach Habanna (9, = 23« 5', X^ = — 82« 10') auf der 
kürzesten Linie bei 15 Knoten Fahrt, d. h. wenn es 15' des gröfsten 
Kreises in einer Stunde macht? 

20. Unter welchem Winkel gegen den Meridian muTs ein 
Schiff abfahren, um in kürzester Linie von Nizza ((p^ = 43« 40', 
Ai= + 4«55') nach Algier {(p^=36Hö\ A8= + 0«45') zu kommen? 

21. Ein Schiff lief von Madeira (9? == 32« 45', X = 17« westlich 
von Greenwich) in der Richtung nach Südsüdwest ab mit 9 Knoten 
Fahrt, d. h. indem es stündlich 9 Seemeilen auf einem Hauptkreis 
zurücklegte. Welches war der Ort des Schiffes nach 3 Tagen? — 
[Eine Seemeile ist die Länge einer Bogenminute des Meridiankreises.] 

22. Ein Schiff fährt von Brest ((p = 48« 30', X = 6« 40' w. v. 
Paris) nach Westindien und erreicht, nachdem es einen Bogen von 
3899 km zurückgelegt hat, eine geographische Breite von 34«. 
Welches ist die geographische Länge des Schiffes in diesem Augen- 
blick? (Erdhalbmesser = 6370 km.) 

23. Es ist die Höhe h eines Sternes über dem Horizont ge- 
messen und das Azimut a, d. h. der Winkel der Ebene des Höhen- 
kreises mit der Meridianebene. Die geographische Breite des Ortes 
sei <p, also der Winkel zwischen den Geraden nach dem Pol und dem 
Zenith = (90« — g?). Aus dem Kugeldreieck „Pol P, Zenith Z und 
Stern S" ist der Polabstand FS {= p) des Sterns oder dessen 
Aquatorabstand oder Deklination d = (90« — p) zu berechnen. 

24. Pol P, Zenith Z und Sonne S bestimmen ein Kugeldreieck, 
in welchem aus dem Winkel s am Pol die Zahl der Stunden sich 
ergiebt bis zur Stellung der Sonne im Meridian, d. i. bis zum wahren 
Mittag, iadem jeder Stunde 15« entsprechen. Am 14. Juni 1883 
wurde in Heidelberg {(p == 49« 24' 47") morgens um 8^ 50°'^'' der 
Zenithabstand des oberen Sonnenrandes = 44« 58' 0" gemessen, wozu 
noch 55" wegen der Lichtbrechung und 15' 47" für den Halbmesser 
der Sonne kommen, um den Zenithabstand der Sonnenmitte zu 
erhalten. Das nautische Jahrbuch giebt fiir diese Zeit die Dekli- 
nation der Sonne d = 23« 15' 44". Von der zu berechnenden (wahren) 
Uhrzeit sind nach diesem Jahrbuch 7*®*^ abzuzählen, um ftir den betr. 
Tag die mittlere Uhrzeit zu erhalten. — Zur Kontrole wurde eine 
zweite Messung gemacht um 8^57™^"*, wobei sich für die betreffenden 
Zahlen der Reihe nach ergab: 43« 53' 30", 53", 15' 47", 23« 15' 45". 
Um wieviel Sekunden war die benutzte Uhr zu richten? 

26. Es ist für einen Ort von gegebener geographischer Breite 
(s. Aufg. 16) die Dauer des längsten und kürzesten Tages zu be- 
rechnen, wenn man annimmt, dafs die Deklination der Sonne hierbei 
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+ 23^37' und die Sonnenmitte wegen der Strahlenbrechung dann am [§ 17.] 
Horizont erscheint, wenn ihr Mittelpunkt 35' unter dem Horizont ist. 

26. Für dieselbe geographische Breite und dieselben Tage ist 
die Dauer der Dämmerung zu bestimmen, wenn diese durch den 
Augenblick begrenzt ist, da die Sonne 18^ unter dem Horizont ist. 

27. Aus der Uhrzeit der Beobachtung (t^ vor Mittag), dem 
Zenithabstand is und der Deklination d der Sonne soU die geogra- 
phische Breite des Beobachtungsortes bestimmt werden. 

28. Aus den Zenithabständen und 0^ eines Sternes zu ver- 
schiedenen Zeiten (vor der Kulmination), dem Zeitunterschied beider 
Beobachtungen t^ (Stemzeit) und der Deklination des Sternes d soll 
die geographische Breite des Beobachtungsortes bestimmt werden. 
(Die Stellungen S und /S^ des Sternes und der Pol P bestimmen ein 
Kugeldreieck, in welchem PS = PÄ^ = 90^ — d und ^ P durch t 
gegeben ist. Man berechne hieraus SS^^ und ^ ZSP] femer aus dem 
Dreieck SS^Z (wobei Z das Zenith sei), in welchem nun alle Seiten 
bekannt sind, ^ ZSS^-, schliefslich im A ZPP^ aus <^ Z8P 
= ^^^1 ± -^^^1 ™d aus z, d die Gröfse ZP = (90« — tp). 

(Siehe auch die Aufgaben S. 159: 14, 15 u. 16.) 



IV. 

Aufgaben zur Parallelbestrahlung, zu Prismen und Cylindern 

(Oberflächen.) 

1. Bei der Abbildung durch parallele Bestrahlung auf irgend § is. 
einer Ebene a) sind die Bilder paralleler Geraden parallel; b) bleibt 

das Teilverhältnis einer Strecke unverändert. 

2. Im Bilde paralleler Bestrahlung 

a) einer Figur mit einem Mittelpunkt ist das Bild dieses Punktes 
Mittelpunkt des Bildes; 

b) einer Figur mit einer Mittellinie halbiert das Bild dieser 
Geraden die (untereinander parallelen) Strecken der Bilder beiderseits 
gleichliegender Punkte (schiefe Symmetrie). 

3. Eine ebene Figur und ihr durch Parallelstrahlung erzeugtes 
Bild auf einer zweiten Ebene bleiben in paralleler Bestrahlimg bei 
der Drehung der Bildebene um die Schnittgerade (Bildaxe) beider 
Ebenen. (Andeutung: Sind A^B^ die Bilder von ABj K der Schnitt- 
punkt von AB und A^B^ mit der Axe, so bleibt bei der Drehung 
AK:BK^A^K:B^K) 

4. Zu jeder ebenen Figur läfst sich in dieser Ebene ein Bild 
paralleler Bestrahlung entwerfen fiir jede beliebige Gerade als Axe 
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[§ 18.] und einen beliebigen Punkt A^ als Bild eines Punktes Ä der Figur 
(vgl. S. 78, § 31, 1-^3). 

5. Bei zwei Figuren in paralleler Bestrahlung (einer Ebene oder 
zweier sich schneidenden Ebenen) ist das Verhältnis der Abstände je 
eines Punktes und seines Bildes von der Bildaxe unveränderlich 
(ebenso das Verhältnis paralleler Strecken zwischen den Punkten und 
der Axe). 

6. Bei zwei Figuren in paralleler Bestrahlung steht jede Fläche 
zur Fläche ihres Bildes in unveränderlichem Verhältnis, nämlich dem 
der Abstände entsprechender Punkte von der Axe. (Beweis durch 
Zerlegung wie in S. 13, 7). 

7. In zwei parallel bestrahlten Figuren einer Ebene a) werden 
alle Parallelstrahlstrecken durch die Axe in gleichem Verhältnis ge- 
teilt; b) ist das Verhältnis entsprechender Flächen gleich dem dieser 
Strahlstrecken. 

§ 19. 8. Wie kann ein Prisma oder Cylinder durch Bewegung einer 

Fläche entstanden gedacht werden? 
Prisma. 9. Jcdc parallel einer Seitenkante eines Prismas durch dieses 

gelegte Ebene schneidet das Prisma in einem Parallelogramm. 

10. Wie grofs ist in einem nseitigen Prisma die Summe der 
Flächenwinkel a) an den Grrundkanten? b) an den Seitenkanten? 

11. Von welcher Art ist ein Parallelflach, in welchem die beiden 
Ebenen durch die Eckenlinien einer Fläche und der gegenüberliegenden 
Fläche 

a) zu einer dieser Flächen senkrecht sind? 

b) Rechtecke (insbesondere übereinstimmende Rechtecke) sind? 

12. Wenn in einem dreiseitigen Prisma zwei Grundkanten ein- 
ander gleich sind und ebenso die Winkel, welche die Seitenkante im 
Scheitel dieser Grrundkanten mit letzteren bildet, so ist die dieser 
Seitenkante gegenüberliegende Seitenfläche ein Rechteck (vgl. S. 12, 8, 4). 

13. Es giebt Parallelflache, von deren Begrenzungsflächen nur 
zwei oder nur vier oder alle Rechtecke (Quadrate) sind. 

14. Die vier Verbindungsgeraden der Gegenecken eines Parallel- 
flaches gehen durch einen Punkt, ebenso die sechs Ebenen durch die 
Gegenseiten. 

15. Das Parallelflach hat als Mittelpunkt a) die Mitte der Ver- 
bindungsstrecke zweier Gegenecken oder b) den Schnittpunkt der 
Verbindungsgeraden der Gegenecken. 

16. Li einem Parallelflach sind die gegenüberliegenden Drei- 
kante gegenwendig gleich. 

17. Der Quader hat als Mittelebenen die drei Mittelparallel- 
ebenen seiner Flächen, als Mittelgeraden die drei Senkrechten der 
Mitten der Seitenflächen, als Mittelpunkt den Schnittpunkt der Ecken- 
Hnien des Körpers. 
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18. In jedem Quader ist die Quadratsumme der [§ 19.] 

a) von einer Ecke ausgehenden Kanten gleich dem Quadrat der 
Körper-Eckenlinien ; 

b) Cosinus derjenigen Winkel, welche diese Eckenlinie mit den 
Kanten bildet, gleich 1. 

19. In welchem Gröfsenverhältnis stehen bei einem Würfel Seite, 
Eckenlinie der Fläche und Eckenlinie des Körpers? 

30. Das Rhomboeder ist von sechs deckungsfähigen Bauten 
begrenzt. 

21. Wir nennen die Eckpunkte eines Rhomboeders, in dem 
drei gleiche Kantenwinkel zusammentreffen, Pole, die Kanten des- 
selben Polkanten, die übrigen Mittelkanten, die Verbindungsgerade 
beider Pole Hauptaxe. — Nun gelten die folgenden Sätze: 

a) Das Rhomboeder hat als Mittelpunkt den Mittelpunkt der 
Hauptaxe (Aufg. 15). 

b) Der Schnitt durch die Endpunkte der Kanten eines Pols ist 
ein regelmäfsiges Dreieck, zu dessen Ecken die Hauptaxe senkrecht 
ist im Mittelpunkt des Dreiecks. 

c) Die senkrechte Ebene durch die Mitte der Hauptaxe halbiert 
die Mittelkanten. 

d) Der Schnitt dieser Ebene ist ein regelmäfsiges Sechseck. 

e) Die Verbindungsgeraden der Mitten je zweier gegenüber- 
liegenden Mittelkanten, d. i. die Nebenaxen schneiden einander in der 
Mitte der Hauptaxe so, dafs sie mit dieser je einen JB bilden, unter- 
einander je ^3 JB. 

f) Die Schnittebene durch zwei gegenüberliegende Mittelkanten 
ist ein Rechteck (S. 12, 4, vgl. Aufg. 12). 

g) Eine Nebenaxe ist senkrecht zu den zugehörigen Mittel- 
kanten, ebenso zur Eckenlinie der Ecken, welche aus den nicht- 
zugehörigen Mittelkanten gebildet werden. 

h) Das Rhomboeder hat als Mittellinie jede Nebenaxe. 

22. Von einem Würfel sind der Mittelpunkt, die Mittelgeraden 
und die Mittelebenen zu bestimmen. 

23. Wie grofs ist die Oberfläche eines Würfels, von welchem 
bekannt ist: 

a) eine Kante a? a = 4,7 m (oder a = 2 dm 19 mm); 

b) eine Eckenlinie der Fläche d? d=5./2 oder d=3V^; 

c) eine Eckenlinie des Körpers e? e = 8,66; 

d) die Summe s einer Eckenlinie der Fläche und des Körpers? 

5 = 9 oder 5 = 5"|/l5 oder 5=yi8+yl2; 

e) der Umfang u oder f ) der Inhalt i eines Schnittes 
durch gegenüberliegende Kanten? 

24. In einem Würfel sei mitten durch eine Eckenlinie des 
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[§ 19.] Körpers die zu ihr senkrechte Ebene gelegt. Welchen a) Umfang, 
b) Inhalt hat die Schnittfigur? 

25. Ein Würfel sei durch Ebenen abgeeckt; welche durch 
Kantenpunkte gehen, die je um a) die Hälfte, b) ein Viertel, c) ein 
Drittel der Kantenlänge a von der betreffenden Ecke abstehen. Welche 
Oberfläche hat der so gebildete Körper? 

26. Die Oberflächensumme zweier Würfel sei s, die Summe von 
zweien ihrer Kanten = h. Wie grofs sind die einzelnen Oberflächen? 

27. Drei zusammenstofsende Kanten eines Quaders haben das 
Verhältnis = a:h : c (wobei die letztere Zahl der Höhe entspricht) 
und die Eckenlinie seiner Grundfläche sei = d. Wie grofs ist die 
Oberfläche? — Beisp.: a : 6 : c = 8 : 15 : 19 und d = 23,8. 

28. In einem Parallelflach mit rechteckiger Grundfläche bildet 
eine Seitenkante a mit den Grundkanten h und c Winkel von 90® 
und 60®. Wie grofs ist die Oberfläche? 

29. Ein gerades regelmäfsig- dreiseitiges gleichkantiges Prisma 
habe die Oberfläche =f. Wie grofs sind seine Kanten? 

30. Wie grofs ist die Oberfläche eines zehnseitigen regelmäfsigen 
Prismas, dessen Grundkante a = 20 cm und Seitenkante 5 = 50 cm ist? 

81. Von einem regelmäfsigen acht- (zwölf-) seitigen Prisma, von 
welchem alle Kanten einander gleich sind, ist die Oberfläche ge- 
geben; wie grofs ist die Kante? 

32. In einem geraden Prisma, dessen Höhe = 6 und dessen 
Grundfläche ein regelmäfsiges Dreieck mit der Seite a sei, werde 
durch eine Grundecke parallel zur Gegenkante eine Ebene gelegt, die 
mit der Grundfläche den Winkel a bilde, a) Wie grofs ist die 
Schnittflgur? — b) Unter welchem Winkel müfste die Ebene gelegt 
werden, damit sie durch die Gegenkante der zweiten Grundfläche 
geht? — Beispiel: a = 52,2; h = 87; a = 3P 15'. 

33. Ein gerades quadratisches Prisma, dessen Grundkanten = a 
sind, ist schief abgeschnitten, so dafs zwei Seitenkanten = &, die 
andern beiden = c (c > 6). Es ist die Oberfläche des Körpers und 
der Winkel der beiden Grundflächen zu berechnen. — Beispiel: 
a = 3,464, 6 = 0,866, c = 3,464. 

34. Wie grofs ist die Oberfläche eines regelmäfsigen achtseitigen 
Prismas, das der Art schief abgeschnitten ist, dafs die obere End- 
fläche mit der untern einen Winkel von 60® macht und einer Grund- 
kante parallel ist? Die Grundkante sei = 10 cm und die beiden 
einander gleichen kürzesten Kanten == 12 cm. 

35. In ein gerades quadratisches Prisma P sei ein anderes JP' 
so einbeschrieben, dafs die Ecken von P' die Grundkanten a von P 
ringsum je in demselben Verhältnisse u : v teilen. Man berechne aus 
den Kanten a und i des einen Prismas die Oberfläche des andern. — 
Beispiel: Es sei u:v = 1:1 (oder =4:5). 
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36. Die Axeusdmitte eines schiefen Cylinders sind Parallelo- oyii^^er. 
gramme. — Welches ist der kleinste Axenschnitt? Welches der 
gröfste? Welcher Axenschnitt ist ein Rechteck? Giebt es unter 

allen Axenschnitten deckungsfähige? 

37. Wie viele Quadratdecimeter Goldschaum erfordert das Be- 
kleben der äufseren Fläche des Mantels und des Deckels einer cylin- 
drischen Schachtel, deren Bodendurchmesser 325 mm und Höhe 
196 mm beträgt, während der Deckel einen Durchmesser von 327 mm 
hat und sein Band 33 mm hoch ist? 

38. Für einen geraden Ejreiscylinder bedeute r den Halbmesser, 
Ä die Höhe, M die Mantelfläche, die öesamtoberfläche. Man soll 
nun bestimmen: 

a) M aus r und ä; b) aus r und h\ c) Ä aus M. und r; 
d) Ä aus und r; e) M für r = A; 

f) T aus und Ä (insbesondere wenn = 3,92 % und h = 4,5). 

39. Wie grofs ist der Mantel des Cylinders, welcher: 

a) einem Würfel mit der Kante a um- oder einbeschrieben ist? 

b) dem in Aufg. 35 bestimmten Prisma P einbeschrieben ist? 

c) dem Prisma P' in Aufg. 35 umbeschrieben ist? 

40. Man soll die Höhe eines geraden Cylinders bestimmen, 
dessen Mantel gleich der Mantelsumme zweier gegebenen Cylinder 
(r, hj r^, Äj) und dessen Grundfläche einem gegebenen gleichseitigen 
Dreieck (Seite = 5) a) eingeschrieben, b) umgeschrieben ist. 

41. Wie zeichnet man den Halbmesser einer Kreisfläche, welche 
mit der einem gegebenen geraden Kreiscyliuder zugehörigen a) Mantel- 
fläche, b) Gesamtoberfläche übereiustimmt? 

42. Die Gesamtoberfläche eines gleichseitigen Cylinders, d. i. 
eines solchen, dessen Axenschnitte Quadrate sind, betrage 0. Wie 
grofs sind seine Abmessungen? — Beispiel: a) = 471 qcm; 

b) 0==6;r. 

43. Man soll die Wandfläche einer a Meter langen geraden 
Kanalröhre berechnen, deren Querschnitt Ä OÄD' UDA in folgender 
Weise bestimmt ist: Eine Seite AA=2s eines gleichseitigen Drei- 
ecks AÄC werde beiderseits über A und Ä hinaus um s verlängert 
bis B und P'; dann beschreibe man aus letzteren Punkten mit 35 
als Halbmesser Bogen bis zu den Verlängerungen der andern Dreiecks- 
seiten d. i. bis D' und D, und schliefse die Fläche von aus durch 
den Bogen D UD' und über AÄ durch den Halbkreis A 0A\ 

44. Ein gerader Cylinder hat den Durchmesser d und ist schief 
abgeschnitten, so dafs seine längste Seitenlinie = a, seine kürzeste 
= 6 ist. Wie grofs ist seine Oberfläche? 

46. Wie grofs ist die Oberfläche des diesem Cylinder ein- 
beschriebenen achtseitigen Prismas mit regelmäfsiger Grundfläche, 
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[§ 19.] wenn je eine Seitenkante mit der kürzesten und der längsten Seiten- 
linie des Gylinders zusammenföUt? 

46. In einem schiefen Cjlinder mit kreisförmigem Querschnitt 
sei die der Axe parallele Seite des Hauptaxenschnittes = a, die 
andere =26 und der Grundrifs des Axenendpunktes falle in den 
Grenzpunkt von 26. Wie grofs ist der Mantel? und die Gesamtober- 
fläche? — Beispiel: a = 43,3; 26 = 29. 

47. Die Gesamtoberfläche einer geraden cylindrischen Röhre sei 
Gy wenn ihre Länge = Z, ihre lichte Weite = 2r und ihre Wand- 
stärke == d ist. a) In welchem Zusammenhang stehen diese vier 
Gröfsen? b) Wie berechnet man jede derselben, wenn je die drei 
andern bekannt sind? 

48. Eine kreisrunde Öffiiung im Boden und in der Decke einer 
Kammer von h cm Höhe sollen durch eine Bohrleitung verbunden 
werden. Die lotrechten Mittellinien der Löcher haben einen Abstand 
von a cm und die Löcher einen Halbmesser von r cm. Die Leitung 
soU aus zwei gleichlangen lotrechten Stücken bestehen und einem 
Zwischenstück, dessen Mittellinie mit der Lotlinie einen Winkel von 
120® macht. Wie lang sind die Mittellinien der drei Rohrstücke zu 
nehmen und wie viele Quadratcentimeter Blech sind erforderlich? 

49. Von einem geraden Cylinder, dessen Länge l und dessen 
Radius r ist, sei durch eine zur Axe parallele Ebene ein Teil ab- 
geschnitten. Wie grofs ist die Oberfläche dieses Teiles, wenn die 

Schnittsehne des Kreises = s ist? Insbesondere sei s = ry (r>/2, r]/3) ; 
— oder es sei statt s der zu s gehörige Mittelpunktswinkel =2« 
gegeben. 

60. Wie grofs ist in einem cylindrischen Dampfkessel, dessen 
Cylinderaxe wagrecht liegt und l cm lang ist und dessen Durchmesser 
= d cm ist, a) die vom Wasser benetzte Fläche, b) die Oberfläche 
des Wassers, wenn die Tiefe des Wassers in der Mitte = ä cm ist? 

61. Ein Trog hat die Form eines ausgehöhlten Cylinderabschnittes; 
die rechteckige obere Fläche ist im lichten 300 cm lang und 40 cm 
breit und hat ringsum eine Breite des Randes von 5 cm. Die lichte 
Tiefe des Troges ist in der Mitte 30 cm. Was kostet der Anstrich 
der Oberfläche, wenn der Quadratmeter mit 1 Mark berechnet wird? 



Aufgaben zur Ähnlichkeit von Körpern. 

§20. !• Zwei Prismen sind ähnlich (gegenwendig ähnlich), wenn 

ihre Grundflächen ähnlich, ein paar entsprechende Grundecken deckungs- 
fähig (gegenwendig gleich) und das zugehörige Paar von Seitenkanten 
dasselbe Verhältnis hat wie ein Paar der Grundkanten. 
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2. Gerade Prismen, welche einander ähnlich sind, sind auch [§20.] 
gegenwendig ähnlich. 

3. ßegelmäfsige w-seitige Prismen sind ähnlich, wenn das Ver- 
hältnis der Seiten- und Grrundkanten in beiden übereinstimmt. 

4. Parallelfiache sind ähnlich (oder gegenwendig ähnlich), wenn 
in ihnen ein Eckenpaar deckungsfahig (oder gegenwendig gleich) 
ist und wenn die drei anstofsenden Kantenpaare in gleichem Ver- 
hältnis stehen. 

6. Welches sind die den Aufgaben 1 und 3 entsprechenden 
Sätze für Cylinder? 

6. Irgend zwei Kugeln liegen ähnlich zu einem äufsem und 
zu einem innem A.- Punkt; beide Punkte teilen die Mittellinie im 
Verhältnis der Halbmesser. 

7. Jede durch einen A.- Punkt zweier Kugeln gelegte Ebene, 
welche die eine Kugel berührt, berührt auch die andere. 

8. Die A.-Punkte zweier sich nicht einschliefsenden Kugeln 
sind die Spitzen der den beiden Kugeln gemeinsamen Berührungs- 
kegelflächen. 

9. Man soll eine Kugel bestimmen, deren Mittelpunkt auf einer 
Geraden g liegt und welche zugleich durch einen gegebenen Punkt P 
geht und eine Ebene b berührt. — Andeutung: Benütze den Schnitt- 
punkt {ge) als Ähnlichkeitspunkt. 

10. Der geometrische Ort aller Punkte, von welchen aus zwei 
gegebene Kugeln gleich grofs erscheinen, ist eine Kugelfläche, die 
die Strecke zwischen den beiden Ahnlichkeitspunkten der Kugeln als 
Durchmesser hat. 

11. Man soU einen Punkt finden, von dem aus vier gegebene 
Kugeln gleiche scheinbare Grröfse haben. — Andeutung: Beachte 
Nr. 10. 

12. Wenn zwei Kugeln einander ausschliefsend (einschliefsend) 
berühren, so ist der Berührungspunkt innerer (äufserer) Ahnlichkeits- 
punkt. 

13. Von drei Kugeln liegen die drei äufseren Ä.-Punkte auf 
einer Geraden, ebenso je zwei innere und ein äufserer. Die äufsere 
A.-Axe ist die Schnittgerade der beiden den drei Kugeln gemeinsamen 
Berührungsebenen, von denen aus die drei Kugeln je nach derselben 
Seite hin liegen; die A.-Axe durch einen äufsem und zwei innere A.-Punkte 
ist die Schnittgerade der beiden Berührungsebenen, von denen aus eine 
Kugel je einerseits, die beiden andern andrerseits liegen (II § 23, 8). 

14. Denkt man sich eine Kugel entstanden durch Umdrehung 
eines Hauptkreises um die Mittellinie eines Punktes, so beschreibt 
die Polare des letzteren eine zur Mittellinie senkrechte Ebene, welche 
man Polarebene des Punktes nennt; diesen selbst nennt man den 
Pol der letzteren. Für beide gelten die folgenden Sätze: 
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[§ 2Q.] a) Die Sehnen aller Strahlen eines Punktes durch eine Eugel 

werden durch diesen Punkt und dessen Polarebene harmonisch geteilt 

(n § 19, 2). 

b) Die Schnittpunkte einer Kugelfläche mit zwei Strahlen eines 
Punktes liegen so^ dafs ihre Yerbindungsgeraden einander paarweise 
in der Polarebene des Punktes schneiden (11 § 19^ 4). 

15. Wenn wir die nicht ähnlich liegenden Punkte eines Ä.-Strahls 
durch zwei Kugeln Wechselpunkte (inverse Punkte) nennen^ so gilt 
für diese: 

a) In zwei Kugeln schneiden einander die Yerbindungsgerade 
zweier Punkte der einen Kugel und die Yerbindungsgerade ihrer 
Wechselpunkte in einer einzigen zur Mittellinie senkrechten Ebene, 
der Mittelparallelebene der beiden Polarebenen des A.-Punktes. 

b) Diese Ebene ist der geometrische Ort aller Punkte, die 
für beide Kugeln gleiche Potenz haben, die sog. Potenzebene 
beider Kugeln (II § 23, 1). 

c) Die drei Potenzebenen dreier Kugeln schneiden einander in 
einer Geraden (Potenzgerade), die senkrecht zur Mittelpunkts- 
ebene der Kugeln ist (II § 23, 8). 

16. Berühren zwei Kugeln eine dritte gleichartig (ungleichartig), 
so sind die Berührungspunkte WechselpunVte der ersten beiden Kugeln 
in Bezug auf einen äu&em (innem) llmHchkeitspunkt. 

17. Wenn zwei Kugeln einander schneiden, so ist die Ebene 
des Schnittkreises die Potenzebene für beide Kugeln. 

18. Wenn zwei Kugeln einander berühren, so ist die gemein- 
same Berührungsebene die Potenzebene für beide Kugeln. 

19. Wenn drei Kugeln einander paarweise schneiden oder be- 
rühren, so gehen die Schnittebenen oder Berührungsebenen durch 
eine Gerade. 

20. Wenn zwei Kugeln von einer dritten berührt werden, so 
liegt die Potenzebene der beiden ersten Kugeln, als Ebene zur dritten 
Kugel aufgefafst, ähnlich zur Polarebene des Ähnlichkeitspunktes in 
einer der ersteren Kugeln, und zwar eines äufsern (innem) Ahn- 
lichkeitspunktes bei gleichartiger (ungleichartiger) Berührung. 

21. Wenn drei Kugeln von einer vierten berührt werden, so 
liegt die Potenzgerade der drei Kugeln, als Gerade zur vierten Kugel 
aufgefafst, ähnlich zur Schnittgeraden der beiden zu einer Kugel 
gehörigen Polarebenen der Ähnlichkeit spunkte dieser Kugel mit den 
beiden andern Kugeln, wobei der Ähnlichkeitspunkt ein äufserer 
(innerer) bei gleichartiger (ungleichartiger) Berührung. — Es giebt 
hierbei acht verschiedene Arten der Berührung. 

22. Zu vier Kugeln giebt es sechs äufsere und sechs innere 
Ähnlichkeitspunkte, die auf acht Ebenen liegen; und zwar liegen 
die sechs äufseren auf einer Ebene, ferner je drei äufsere und drei 
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innere, sowie zwei äufsere und vier innere. (Je sechs solcher Punkte [§ 20.] 
liegen auf drei Geraden, von welchen jede die übrigen schneidet.) 

23. Die sechs Potenzebenen von vier Kugeln schneiden einander 
in einem Punkt, dem sog. Potenzpunkt der vier Kugeln. 

24. Wenn vier Kugeln von einer fünften berührt werden, so 
liegt der Berührungspunkt einer Kugel auf der Geraden vom Potenz- 
punkt der vier Kugeln nach dem Schnittpunkt der drei zu der betr. 
Kugel gehörigen Polarebenen der Ähnlichkeitspunkte, welche diese 
Kugel mit den drei übrigen Kugeln gemeinsam hat. - Es ergeben 
sich 16 die vier gegebenen Kugeln berührende Kugeln. 

25. Welches sind die Ghrenzlagen der Ahnlichkeitspunkte, der 
zugehörigen Polarebenen und der Potenzebenen zwischen einer Kugel 
und einer zweiten Kugel, wenn die letztere a) zu einem Punkt zu- 
sammenschrumpft? b) zu einer Ebene sich ausbreitet? 

26. Es sind von Punkten, Ebenen, Kugeln vier Elemente ge- 
geben; man soll die Kugeln bestimmen, welche dieselben berühren. 
(Fermat 1679.) 

VI. 

Aufgaben zu Pyramiden und Kegeln. 

. 8 21 

1. Wird eine dreiseitige Pyramide durch eine Ebene geschnitten, Pyramide. 
welche zwei windschiefen Kanten derselben parallel ist, so ist die 
Schnittfigur ein Parallelogramm. 

2. a) Legt man in einer dreiseitigen Pyramide Ebenen durch 
jede der von einer Ecke ausgehenden Kanten und je durch die Schwer- 
linie der gegenüberliegenden Seitenfläche, so gehen diese drei Ebenen 
durch eine Gerade s, — Wie viele solche Gerade s giebt es? 

b) Die Geraden 5 in a) gehen durch einen Punkt, den sogen. 
Schwerpunkt des Körpers, und jede derselben wird durch den 
Schwerpunkt im Verhältnisse von 3 : 1 geteilt (vgl. S. 69, i b). 

c) Giebt es in der dreiseitigen Pyramide auch, entsprechend wie 
im Dreieck, einen Höhenpimkt, einen Mittelpunkt der Ecken und 
einen (oder mehrere) der Seiten? 

d) Durch den Schwerpunkt der dreiseitigen Pyramide gehen 
auch die Verbindungsgeraden der Mitten gegenüberliegender Kanten, 
und diese halbieren einander. 

3. In jeder dreiseitigen Pyramide beträgt die Sunune der sechs 
Plächenwinkel mehr als 41?, aber weniger als 6JB. 

4. Für jede Pyramide gelten die folgenden Sätze: 

a) Die Summe der Seitenflächen ist gröfser als die Grundfläche. 

b) Zwei Seitenkanten (oder auch die Höhen zweier Seitenflächen) 
verhalten sich umgekehrt wie die Sinus ihrer Neigungswinkel gegen 
die Grundfläche. 
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[§ 21.] 5, a) Welche Seitenfläche einer dreiseitigen Pyramide mit recht- 

winkeligem Dreikant (sog. rechtwinkeliges Tetraeder) kann Hypotenusen- 
fläche imd welche können Kathetenflächen heifsen? 

b) In welcher Gröfsenbeziehung steht eine Kathetenfläche zur 
Hypotenusenfläche eines rechtwinkeligen Tetraeders? 

c) Das Quadrat der Hypotenusenfläche ist gleich der Summe 
der Quadrate der Kathetenflächen. Andeutung. Ziehe vom Scheitel 
die senkrechte Strecke zur Hypotenusenfläche und benutze S. 13, 7 und 
S. 36, 1. 

6. In einem regelmäfsigen Tetraeder bestimmen die Mittelpunkte 
Yon zwei Paar gegenüberliegenden Seiten ein Quadrat. 

7. In einem regelmäfsigen Tetraeder ist jede Verbindungsgerade 
der Mitten zweier Gegenseiten a) Mittelsenkrechte zu diesen Seiten, 

b) Mittelsenkrechte zu den beiden andern Verbindungsgeraden der 
Seitenmitten, c) Mittellinie für das Tetraeder. 

8. Eine Strecke c sei Mittelsenkrechte zwischen zwei wind- 
schiefen, zu einander senkrechten Strecken -4 J.'= 2a und BB'= 2b, 
Wie viele Ebenen sind durch die Punkte bestimmt? und welche Art 
von Körpern umschliefsen die Ebenen? 

9. Welcher Körper wird gebildet, wenn in vor. Aufgabe a = h 

und c = aY2 ist? 

10. Wird in dem durch die Aufgabe 8 bestimmten Körper BB' 
nicht von c halbiert, so teilt die Halbierungsebene des Ebenenwinkels 
bei ÄÄ' die Gegenkante im Verhältnis der den Flächenwinkel ein- 
schliefsenden Seiten. 

11. In der Ebene, die eine Strecke AÄ'==2a senkrecht hal- 
biert, seien gegengesetzt in Bezug auf den Mittelpunkt zwei Paare 
Punkte B und B\ G und C" gewählt, und dabei sei BB'=2b, 
(7(7' = 2c und <^ (6c) == y. Welche Ebenen sind durch die Punkte 
bestimmt? und welchen Körper umschliefsen die Ebenen? 

12. Welchen Körper erhält man aus den in Aufg. 11 gekenn- 
zeichneten, wenn angenommen wird: 

1) öt = 6 = c und y = E? 2) 6 = cundy = jf?? 

3) a> 6 > c und y^U? 4) & = c und y =y JS? 

13. a) Man soll über einer gegebenen regelmäfsigen Grund- 
fläche eine Pyramide errichten, deren Seitenkanten den Grundkanten 
gleich sind. 

b) Beweise, dafs es keine mehr als fünfseitige Pyramide giebt, 
die gleichkantig ist. 

c) Von einer regelmäfsigen 3 -(4-, 5-)seitigen Pyramide, deren 
Seitenkanten gleich den Grundkanten sind, sind zu berechnen die 
Winkel a) der Seitenfläche und Grundfläche; b) zweier Seitenflächen; 

c) der Seitenkante und Grundfläche. 
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14. a) Von einer quadratischen Pyramide ist aus dem Winkel a § 21 u. 
zwischen Seiten- und Grundfläche der Winkel zweier Seitenflächen 2ß § 17. 
zu berechnen, oder umgekehrt; femer das Verhältnis der Höhe zur 
halben Eckenlinie der Grundfläche (Haupt- und Nebenaxe). 

Zirkon: a = 42^ 10'; /3 = 61H0'. 

b) Ebenso von einer regelmäfsigen sechsseitigen Pyramide. 

Apatit: a = 40<> 18'; ß = 71^ 8'. 

15. Von einer geraden Pyramide, deren Grundfläche eine Baute 
ist, ist der Winkel a zwischen einer Seitenfläche und der Grundfläche 
und der Winkel zweier benachbarten Seitenflächen 2ß gegeben. Es 
sind die Winkel der Seiten- und Grundkante mit den Eckenlinien 
der Grundfläche zu bestimmen, sowie das Verhältnis der halben Ecken- 
linien unter einander und zur Höhe; femer der Winkel y, welchen 
eine der genannten Seitenflächen mit einer weitem Seitenfläche bildet. 

Schwefel: a = 71^38,5', ß = 53n9', (y = 42^29'). 

16. Von einem Rhomboeder soll aus dem Ebenenwinkel 2 a an 
einer Polkante der Ebenenwinkel 2ß an der Seitenkante berechnet 
werden oder umgekehrt; femer das Verhältnis der Hauptaxe zur 
Nebenaxe (vgl. S. 151, Aufg. 21). 

Kalkspath: 1) 2« = 105^8'; 2) 2a=135<>; 3) 2a =79^ 

17. Man soll die Oberfläche einer geraden Pyramide mit der 
regelmäfsiger Grundfläche berechnen, wenn ihre Grundkante = a^ Pyramide, 
die Höhe = h gegeben und wenn die Grrundfläche ein a) Viereck, 

b) Dreieck, c) Sechseck, d) Achteck ist. 

18. Ebenso wie 17, wenn statt h die Seitenkante s gegeben ist. 

19. Die Höhe einer geraden Pyramide mit gleichseitigem Drei- 
eck als Grundfläche sei doppelt so grofs als a) eine Grundkante, 
b) die Höhe der Grundfläche. Die Gesamtoberfläche sei = G, Welche 
Abmessungen hat die Pyramide? 

20. Bestimme die Oberflächen der Pyramiden, welche gekenn- 
zeichnet sind durch die Angaben in den Aufgaben a) S. 139, 32, 
femer S.'l58 b) 8, c) 9, d) 11, e) 12, f) 13. 

31. Auf eine quadratische Platte, deren Seite a ist, soll eine 
regelmäfsige achtseitige Pyramide gestellt werden, von welcher zwei 
Paar gegenüberliegender Grundkanten in die Seitenkanten der Platte 
fallen und deren Seitenkanten ebenfalls = a seien. Es ist zu be- 
rechnen die Grundkante der Pyramide, die Grundfläche, der Mantel 
und die Höhe. 

22. In einer rechtwinkeligen dreiseitigen Pyramide (vgl. 5 a) 
sei die Hypotenusenfläche ein a) gleichseitiges Dreieck mit der Seite a, 
b) gleichschenkeliges Dreieck mit den Seiten a, b, h. Wie grofs ist 
die Gesamtoberfläche? ^ 

23. Welchen Winkel büden in einer geraden regelmäfsigen drei- 
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[§ 21.] seitigen Pyramide Seiten- und Grundfläche mit einander, wenn eine 
der ersteren nmal so grofs ist als letztere? 

24. Zwei entsprechende Kanten zweier ähnlichen Pyramiden 
seien = 3,9 und 6,5, und ihre Oberflächen unterscheiden sich von 
einander um 272. Welche Oberfläche hat jede der Pyramiden? 

26. Herodot sagt von der grofsen quadratischen Pyramide zu 
Ghizeh, dafs ihr Höhenquadrat gleich einer Seitenfläche sei. Welchen 
Winkel bildet hiemach eine Seitenkante mit der a) Grundkante? 
b) Grundfläche? 

26. Der Geograph Strabo berichtet, die Höhe der eben ge- 
nannten Pyramide sei ein ägyptisches Stadion. Man berechne den 
Umfang der Grundfläche und vergleiche denselben mit dem Umfang 
eines Kreises, dessen Halbmesser ein Stadion ist. 

27. Wie grofs ist die Oberfläche des Stumpfes einer regel- 
mäfsigen 3- (4-, 5-, 6-, 8-, 10-, 12-) seitigen Pyramide, dessen untere 
Kante = a, obere Kante = i und Seitenkante = c ist? 

28. Dieselbe Aufgabe ist zu lösen, wenn statt der Seitenkante 
die Höhe h des Stumpfes gegeben ist. 

29. Ein steinerner Wegweiser hat die Form eines regelmäfsigen 
dreiseitigen Pyramidenstumpfes, der auf einem dreiseitigen Prisma 
ruht. Die Höhe des Prismas ist a, die Grundkante 6, die Höhe des 
Stumpfes Ä, die untere Kante c, die obere d. Was kostet der An- 
strich des Steines, wenn für den Quadratmeter p Pfennige gefordert 
werden? a = 60cm, 6 = 12, Ä = 100, c = 55, d=30 cm, jp = 150P£ 

80. Entsprechend den Aufgaben S. 154, V, 1 und 3 sollen die 
Bedingungen für die Ähnlichkeit der Pyramiden (und Kegel) auf- 
gestellt werden. 
Kegel. 31. Ist eine Berührungsebene eines beliebigen Kreiskegels stets 

senkrecht zu dem durch ihre Seitengerade gehenden Axenschnitt? 

32. Unter allen Axenschnitten eines schiefen Kegels hat der 
Hauptaxenschnitt den kleinsten Inhalt. — Wie wechselt die Gröfse 
des Axenschnittes mit der Lage desselben? Welcher Axenschnitt 
hat den gröfsten Inhalt? 

33. Es bezeichne für den geraden Kegel: r den Halbmesser 
des Grundkreises, s die Seitenlinie, h die Höhe, a den Winkel an der 
Spitze des Axenschnittes, m die Mantelfläche. — Man soll berechnen: 

1) m aus r und h] 2) r aus m und S] 3) m aus s und A; 
4) m aus a und r; 5) s aus m und a; 6) a aus m und 55 

7) a aus ä = 5 und m = 12,5;r; 

8) cc aus der Angabe, dafs die Mantelfläche das "|/2-fache der Grund- 
fläche sei. 

34. Es bezeichnen für den geraden Kegelstumpf: R und r 
die Halbmesser der Grundkreise (R'^ r), s die Seitenlinie, h die Höhe, 
m die Mantelfläche, — und für den betreffenden Ergänzungskegel: 
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s^ die Seitenlinie, \ die Höhe und m^ die Mantelfläche, — und für [§ 21.] 
den ganzen Kegel: S die Seitenlinie, H die Höhe und M die 
Mantelfläche. — Man soll berechnen: 

1) m aus JB, r, 5; 2) m aus U, ä, 5; 3) m aus JB, r, 5^ 

4) m aus JB, r, jff; 5) jJf aus S, 5, r; 6) s aus Jf, J5, Ä; 

7) R aus -M", s, Ä; 8) r aus Jf, 5, Ä; 9) m^ aus s, 5^, Jfcf; 

10) m aus Jf, B, r; 11) h aus w, s, r; 12) % aus Jf, iJ, s. 

35. Ein gleichseitiger Kegel, d. h. ein solcher, dessen Axen- 
schnitte gleichseitige Dreiecke sind, habe die Höhe = h. Wie grofs 
ist seine Gesamtoberfläche? 

36. In einem geraden Kegel sei der Grundkreis um 15 cm länger 
als die Seitenlänge, und a) der Mantel — oder b) die Gesamtober- 
fläche betrage 650 qcm. Welche Abmessungen und welchen Axen- 
schnittwinkel hat der Kegel? 

37. In welchem Verhältnis steht die Mantelfläche zur Grund- 
fläche eines gleichseitigen Kegels? 

38. Man soll das Netz eines geraden Kegels zeichnen, dessen 

Axenschnittwinkel a) -«-^^ ^) ^-^f ^) ^Y-^« 

39. Ein a) Sechstels-, b) Viertels-, c) Halbkreis mit dem Halb- 
messer = r werde zu einem Kegel gebogen. Wie grofs sind des 
letzteren Halbmesser, Höhe, Axenschnittwinkel und Gesamtoberfläche? 

40. Ein rechtwinkeliges Dreieck werde nach einander um jede 
der Katheten gedreht und erzeuge so zwei Kegel, deren Mantelflächen 
das Gröfsenverhältnis p : q haben, a) Welches Verhältnis haben die 
Seiten des Dreiecks? b) Welche Mittelpunkts winkel zeigen die auf- 
gerollten Mäntel, faUs ^ = 0,75? 

41. Das Dach eines runden Turmes besteht aus einem Kegel- 
stiunpf , dessen unterer Halbmesser = 2,5 m imd Höhe = 1 m und 
dessen Seitenkante unter 45^ gegen die Grundfläche geneigt ist, und aus 
einem spitzeren Kegel, der auf der oberen Fläche des Kegelstumpfes 
aufsitzt und eine Höhe von 5 m hat. Wie grofs ist die Dachfläche? 

42. Ein Kugelventil besteht aus einer Kugel, die in einer nach 
unten sich verjüngenden Kegelfläche ruht. Die Ebene des vom Kegel 
berührten Kreises der Kugel halbiere den lotrechten Kugelhalbmesser 
(= r), und die Kugel werde durch den Druck des Wassers von unten 
um den halben Kugelhalbmesser gehoben. Wie grofs ist in dieser 
Lage der kürzeste Abstand zwischen Kugel und Kegel? und wie grofs 
die Ofi&iungsfläche zwischen beiden, die diesem Abstand entspricht? 

43. Ein regelmäfsiges Sechs- (5-, 8-, 10-, 12-) Eck, dessen Seite 
= a ist, werde um die Mittelsenkrechte einer Seite (oder Halbierende 
eines Winkels) gedreht. Wie grofs ist die Oberfläche des Um- 
drehungskörpers ? 

Henrici n. Treutlein, Elementargeometrie m. 2. Aufl. 11 
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[§ 21.] 44. Das Netz eines Binges soll hergestellt werden ;, dessen 

Querschnitt ein Quadrat ist, von dem eine Eckenlinie parallel der 
Axe des Ringes ist^ die Quadratseite = a und der Abstand der Mitte 
des Quadrates yon der Axe des Ringes gleich der Eckenlinie des 
Quadrates. Wie grofs müssen die Halbmesser und Mittelpunktswinkel 
der vier ebenen Ringstücke sein, die zusammengerollt einen solchen 
körperlichen Ring geben? 

45. Einem geraden Prisma, dessen Höhe h und dessen Grund- 
fläche ein regelmäfsiges Sechseck mit der Seite a ist, sei ein gleich 
hoher gerader Kegel einbeschrieben, dessen Grundkreis das Sechseck 
berühre. In welchem Verhältnis stehen die a) Mantelflächen, b) Ge- 
samtoberflächen beider Körper? 

46. Über dem Kreise, dessen Halbmesser r ist, stehe ein gerader 
Cylinder und ein gerader Kegel von gleicher Höhe h, a) In welchem 
Verhältnis stehen die Mantelflächen beider Körper? b) Kann der 
Mantel des Cylinders das Doppelte des Kegelmantels sein? c) Ist 
letztere Beziehung für die Gesamtoberflächen möglich? 

47. Ein gerader Kegel soll durch einen gleich hohen gleichaxigen 
Cylinder so durchschnitten werden, dafs die Mantelfläche des ersteren 
a) der des letzteren gleich werde; b) halbiert werde; c) im Verhältnis 
von 1 : n geteilt werde. Man soll die Abmessungen des Cylinders 
zeichnen, wenn r. und h des Kegels gegeben sind. 

48. Ein gegebener gerader Kegelstumpf (mit r^, r^ und Ä) werde 
geschnitten durch einen den Grundflächen parallelen Kreis, dessen Fläche 
das a) arithmetische, b) geometrische Mittel sei zwischen den beiden 
Grundflächen. Man soll den Halbmesser des Kreises zeichnen und die 
Fläche des dem kleineren Kreis anliegenden Mantelteils berechnen. 

49. Gegeben sei auf quadratischer Grundfläche eine gerade 
Pyramide, deren Seitenfläche als Höhe die Länge a der Grundkante 
habe. Dieser Pyramide werde ein berührender Kegel einbeschrieben, 
letzterem wieder eine ähnliche Pyramide, letzterer wieder der be- 
rührende Kegel u. s. f. unbegrenzt. Welche Gröfse hat die Summe 
aller Kegelmäntel? 

vn. 

Aufgaben zur Fläche der Kugel und ihrer Teile. 

§ 22. \^ ijY-jß yjßjg Quadratmeilen mifst die Oberfläche der Erdkugel, 

da ihr Äquator 5400 geogr. Meilen lang ist? 

2. Wie grofs ist der Halbmesser einer Kugel, deren Oberfläche 
gleich der Summe zweier Kugelflächen mit den Halbmessern r^ und 
^2 ist? 
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3. Die Fläche eines Kugelsclmittkreises sei a^, während ihr [§ 22.] 
Abstand von der Kugelmitte d beträgt. Welche Gröfse hat die 
Kngelfläche? 

4. Wie verhalten sich die Oberflächen einer Kugel, eines Cylinders 
und eines Kegels, deren Grundkreise mit dem Kugelhalbmesser be- 
schrieben sind und deren Höhe gleich dem Kugeldurchmesser ist? 

6. Wie verhält sich die Oberfläche des Mondes zu der der Erde, 
wenn der Mond in der Entfernung von 60 Erdhalbmessem den 

scheinbaren Durchmesser von — ® hat? 

6. Eine Kugel, deren Halbmesser = r ist, berühre einen Kegel, 
dessen Spitze den Abstand a vom Kugelmittelpunkt hat. In den 
Raiun zwischen Kugel und Kegelspitze sei eine unendliche Reihe von 
Kugeln gelegt, deren jede die vorangehende und den Kegel berührt. 
Wie grofs ist die Gesamtheit der Oberflächen dieser Kugeln? 

7. Wie grofs ist in einer Kugel vom Halbmesser r die Fläche Haube, 
einer Haube, wenn a) ihr Begrenzungskreis den Halbmesser q hat? 

b) der Halbmesser ihres Begrenzungskreises doppelt so grofs ist als 
ihre Höhe? 

8. Wie hoch ist bei gegebener Kugel eine Haube, deren krumme 
Fläche das n fache ihrer Kreisgrundfläche ist? Beispiel: w = 2. — 
Welcher Bedingung muljs n genügen, damit die gesuchte Höhe ge- 
ringer als ein Halbmesser wird? 

9. Ein leuchtender Punkt stehe vom Mittelpunkte einer gegebenen 
Kugel um a ab. Welche Fläche der Kugel wird beleuchtet? — 
Beispiel: r = 10, a = 45 mm. — Wie grols mufs a gewählt werden, 
damit drei Viertel der Kugel im Dunkeln bleiben? 

10. Eine Licht ausstrahlende Kugel vom Halbmesser M beleuchte 
eine den Halbmesser r besitzende Kugel, und der Mittelpunktsabstand 
beider sei d. Welcher Teil der Kugelfläche wird beleuchtet? — 
Beispiel: a) 12 = 20, r = 6, d=72mm; b)ii=108.r, d = 23300.r. 

11. Wie hoch müfste man sich über die Erde (r==858 Ml.) 
erheben, um eine Fläche f (z. B. Europa = 182200 Qdtml.) zu 
übersehen? 

12. Einer Kugel seien (mit parallelen Grundflächen) ein gleich- 
seitiger Cylinder und Kegel ein- und umbeschrieben. Wie verhalten 
sich die a) Mantelflächen, b) Gesamtoberflächen der fünf Körper? 

c) In welche Teile teilt der eingeschriebene Cylinder die Kugelfläche? 

18. In welchem Verhältnis stehen die zwei Teile, in welche die 
Axe eines Kugelausschnitts (s. S. 65, i) durch den Grundkreis seines 
Kegels geteilt wird, wenn hierdurch zugleich die Gesamtoberfläche 
halbiert wird? 

14. Über dem Grundkreis einer Halbkugel stehe ein gerader 

11* 
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[§ 22.] Kegel von doppelter Höhe. Wie wird durch diesen die Kugelfläche 
geteilt? Antwort: Wie 1 : 4 

16. Wenn zwei Kugeln einander berühren und von einem sie 
gemeinsam berührenden Kegel umhüllt werden, so liegen zwischen 
den beiden Kreisen, in denen der Kegel die Kugeln berührt, zwei 
Kugelhauben, deren Oberflächensumme gleich ist der Mantelfläche des 
Kegelstumpfes zwischen beiden Kreisen. Beweis? 

16. Zwei Kugeln, deren Halbmesser r^ und r^ sind, haben den 
Mittelpunktsabstand d. a) Wie grofs ist der Mantel des Kegelstumpfes, 
der beide Kugeln berührt und durch die Berührungskreise begrenzt 
wird? b) Wie grofs sind die beiden Kugelhauben, die über diesen 
Kegelstumpf hervorragen? c) Wie grofs ist die Gesjamtheit dieser 
Flächen? d) insbesondere, wenn d = r^-\- r^ ist? 

17. Ein Kessel hat die Form eines Kegelstumpfes, dessen oberer 
Durchmesser 58 cm, der untere 34 cm und Höhe 35 cm; den Boden 
des Kessels bildet eine Kugelhaube, deren Tiefe in der Mitte 5 cm 
beträgt. Der Deckel ist ebenfalls eine Kugelhaube, dessen Höhe in 
der Mitte 3 cm ist. Aus wie vielen Quadratdecimetem Blech besteht 
der Kessel? 

18. Ein Kessel soll aus einem Kegelstumpf und einer Kugel- 
haube so zusammengesetzt werden, dafs beide Flächen sich in einer 
gemeinsamen Kreislinie berühren. Die Höhe des Kegelstumpfes sei 
hy der Halbmesser des oberen (gröJfeeren) Begrenzungskreises sei p^, 
der des Kreises der Berührung q^. Die Oberfläche des Kessels ist 
zu berechnen. 

Zone. 19. Welche Fläche hat eine Kugelzone, für welche bekannt 

sind: a) der Kugelhalbmesser r und je die Abstände (Z, und ^ der 
Begrenzungskreise vom Mittelpunkt? b) die Halbmesser q^ und q^ 
der beiden Begrenzungskreise und ihr Abstand h von einander? 

20. Welche Qesamtoberfläche hat eine Kugelzone, von welcher 
die Höhe h, der Halbmesser q^ des gröfseren Begrenzungskreises und 
der Kugelhalbmesser r bekannt sind? 

21. Äquator, Wendekreis und Polarkreis liegen auf der Erde 
unter 0®, 23^27' und 66^33' geogr. Breite und begrenzen die heifse, 
gemäfsigte und kalte Zone. In welchem Flächenverhältnis stehen diese 
Zonen zu einander? 

22. Wie mufs, parallel der Grrundfläche einer Halbkugel, eine 
Ebene gelegt werden, damit die zwei Teile gleichgrofse a) krumme 
Oberfläche, b) Gresamtoberfläche erhalten? 

23. Welche Gh-öfse hat der Teil der Erdoberfläche, welcher 
zwischen 48® und 54® n. Br. und zwischen 7® und 19® ö. L. liegt? 

24. Wie grofs ist die Oberfläche eines Ringes von der Höhe Ä, 
der innen eine cylindrische Fläche vom Halbmesser q hat und aufsen 
kugelförmig gekrümmt ist? 
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26. Wie grofs ist die Oberfläche eines Binges^ dessen beide [§ 22.] 
Begrenzungskreise die Halbmesser q^ und Q2 und den Abstand h 
haben, wenn der Ring innen kegelförmig und aufsen kugelförmig 
gekrümmt ist? 

26. Für die Oberfläche Z der Kugelzone zwischen den Parallel- 
kreisen, deren geogr. Breiten g)^ und q)^ (9^ > q)^) sind, und dem 
Mantel M des von diesen Parallelkreisen begrenzten Kegelstumpfes 

gilt die Gleichung: M=^ Z cob ^^ ~ ^* • Beweis! 

27. Um wieviel übertrifiFfc die Erdzone, die von den Parallel- 
kreisen in den geogr. Breiten q)^ und 93 (^i > ^2) begrenzt ist, den 
Mantel des von diesen Parallelkreisen begrenzten Kegelstumpfes, wenn 
der Erdhalbmesser = r ist? Das Ergebnis ist als ein einziges Pro- 
dukt darzustellen. 



vra. 

Aufgaben zum Inhalt von Prismen und Cylindern. 

Vorbemerkung. Als Einheit des Körpermafses gilt meist ein 
Kubikmeter (kbm); die Unterabteilungen, je lOOOteilig, heifsen 
Kubikdecimeter (kbdm), Kubikcentimeter (kbcm), Kubik- 
millimeter (kbmm). Der Raumgehalt des Kubikdecimeters heifst 
auch Liter (1); der Kubikmeter heifst auch Ster; 100 1 sind ein 
Hektoliter. — Das Gewicht von 1 kbdm oder 1 Liter Wasser 
(bei 4PG) heifst ein Kilogramm (kg), das eines Kubikcentimeters ein 
Gramm (g) mit seinen zehnteiligen Unterabteilungen Decigramm, 
Centigramm, Milligramm (mg). 1000 g sind 1 Bilogramm, 500 g 
ein Pfund, 50 Kilogramm ein Zentner, 1000 kg eine Tonne, 
d. i. das Gewicht eines Kubikmeter Wassers. — Das specifische 
Gewicht eines Stoffes giebt an, wieviel Kilogramm ein Kubikdecimeter 
(Liter), oder wieviel Gramm ein Kubikcentimeter des Stoffes wiegt. — 
Das Gewicht eines schwimmenden Körpers ist gleich dem Gewicht 
der von ihm verdrängten Flüssigkeit. 

1. Man soll den Inhalt eines Würfels berechnen, wenn von p^g^a^^ 
ihm gegeben ist: a) die Kante (k = 2 m 7 cm); b) die Oberfläche 

f(= 17,34 qcm); c) die Eckenlinie d einer Fläche; d) die Eckenlinie 
D des Körpers; e) der Umfang u einer Ebene zwischen zwei gegen- 
überliegenden Kanten. 

2. Verlängert man die Kanten a eines Würfels um b und er- 
richtet über (a -f- h) den Würfel, um welche Raumstücke übertrifft 
dieser Würfel den ersteren? 

3. Wenn sich a) ein Würfel mit der Kante a, b) ein Quader 
mit den Kanten a, 6, c bei einer gewissen Temperaturänderung für 
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[§ 24, 1 jede Längenemheit um a ändert^ um wieviel ändert sicli sein Raum- 
^•2] gehalt? 

4. Genügt ein 10 m langes^ 5 m breites und 350 cm hohes 
Schulzimmer für 50 Schüler, wenn das Gesetz verlangt, dafs auf 
jeden Schüler 2,9 kbm Luftraum gerechnet werden? 

6. Berechne die Inhalte der folgenden in IV (S. 151 und 152) 
angegebenen Körper, nämlich der Nummern: 

a) 23; b) 27; c) 28; d) 29; e) 30; 
f) 31; g) 32; h) 33; i) 34. 
Cyiinder. 6. Ein cylindrischcs Wasserbecken hat einen Durchmesser von 

5 m. Wie viele Hektoliter Wasser fafst es, wenn das Wasser -^ m 

tief steht? 

7. a) Wie tief mufs ein cylindrisches Viertelliterglas sein, dessen 
innerer Durchmesser 6,8 cm ist? b) Welche Höhe und welchen Durch- 
messer hat ein cylindrisches Litergefafs, das doppelt so hoch als 
weit ist? oder c) doppelt so weit als hoch? 

8. Der cylindrische Wasserbehälter einer Strafsenspritze fafst 
1800 Liter und hat einen Durchmesser von 90 cm. Wie lang ist 
der Behalter? 

9. Eine Barometerröhre habe 11 mm lichten Durchmesser und 
dann stehe 76 cm hoch das Quecksilber. Welches Gewicht hat dieses? 
Wie grofs ist der (Quecksilber- oder) Luftdruck auf 1 qcm? 

10. Ein cylindrischer Regenmesser hat 24 cm Durchmesser. 
Nach einem Regen wird das Wasser desselben in einem Standcylinder 
von 3 cm Durchmesser gemessen, den es 166 mm hoch anfüllt. Wie 
hoch stand das Wasser im Regenmesser? und wie viele Hektoliter 
Regenwasser fiel auf den Quadratkilometer? 

11. Berechne die Inhalte der folgenden in IV (S. 153 und 154) 
angegebenen Körper, nämlich der Nummern: 

a) 38, c— f; b) 39; c) 42; d) 43; e) 44; 
f) 45; g) 46; h) 47; i) 49. 

12. Die Axe eines Cylinders sei gegen die Grundfläche unter 
dem Winkel a geneigt und habe die Länge a. Der Halbmesser des 
Grundkreises sei = r. Wie grofs ist der Rauminhalt des Cylinders? 
a = 76^5', a = 16,07 cm, r = 2,09 cm. 

13. Ein äufserlich gerades prismatisches Gefäfs habe die Höhe h 
und als Grundfläche den Teil eines Quadrates, das gleichmäfsig auf je 

— der Kantenlänge a abgeeckt ist; von oben ist es cylindrisch aus- 
gebohrt, so dafs die geringste Wandstärke überall gleich d ist. 
Welchen Raumgehalt hat das Gefäfs selbst? 

14. Eine Cementröhre von der Länge l hat innen eine cylin- 
drische Fläche, deren Halbmesser = r ist, und aufsen die Form eines 
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regelmäfsigen achtseitigen Prismas, dessen Gnindkante = a ist. Wie [§ 24, i 
viele Kilogramm wiegt die Röhre, wenn das spez. Gewicht des Cements «• 2 ] 
= s ist? Beispiel: r = 300 mm, a = 290 mm, Z = 1 m, 5 = 2,3. 

16. Von einer Cementröhre ist der Querschnitt der äufseren 
Form ein Kreis, von dem der Abschnitt, der zum fünften Teil des 
Umfangs gehört, ersetzt ist durch ein Rechteck, dessen Seiten gleich 
der Sehne des Kreisabschnittes und der Höhe des Abschnittes sind. 
Der innere Kreis berührt die Sehne des Abschnittes. Der äufsere 
Durchmesser ist d dm, die Länge der Röhre l dm, das spez. Gewicht 
= s. Wie viele Kilogramm wiegt die Röhre? 

16. Ein cylindrischer Stab aus Silber von 8 cm Dicke und 

50 cm Länge mit einer Vergoldung von — mm Dicke wird zu einem 

feinen Draht von 20 Kilometer Länge ausgezogen. Wie dick wird 
dann die auf der ganzen Länge des Drahtes zusammenhängende Ver- 
goldung sein? 

17. Li eine hohle eiserne cylindrische Strafsenwalze, deren Länge 
und Höhe im Lichten 1 m 20 cm und 1 m 10 cm beträgt, ist bis 
über Höhenmitte . Wasser eingefüllt worden, so dafs dessen Ober- 
fläche 0,6 qm mifst. Wie tief steht das Wasser? und wie schwer 
ist es? 

18. Ein massiver Cy linder schwimme bei wagrechter Lage der 
Axe so auf Wasser, dafs er mit der Hälfte seines Halbmessers r unter 
Wasser ist. Wie grofs ist das spezifische Gewicht des Stoffes? 

19. Ein wagrecht liegender hohler Cylinder, dessen lichter Durch- 
messer 5 dm ist und dessen Länge 12 dm, ist noch so weit mit 
Flüssigkeit gefüllt, dafs ein lotrecht eingetauchter Stab 1 dm hoch 
benetzt würde. Wie viele Liter Flüssigkeit sind vorhanden? 

20. Ein cylindrisches Stück Buchenholz von 141 mm Länge 
und 100 mm Durchmesser schwimmt bei wagrechter Lage der Axe 
so auf Wasser, dafs der lotrechte Durchmesser 15,6 mm aus dem 
Wasser hervorragt, a) Wie grofs ist das spez. Gewicht des Buchen- 
holzes? und b) wie viele Gramm wiegt das Stück Holz? 

21. Eine Schwimmschule ruht auf cylindrischen Tonnen vom 
Durchmesser rf = 60 cm und der Länge Z = 6 m. a) Wie grofs ist 
das Gewicht einer solchen Tonne, wenn sie ohne Belastung bis zur 
Tiefe h = 20 cm eintauchend schwimmt? b) Wie grofs ist ihre 
Belastung, wenn sie durch diese bis zur Tiefe von 40 cm eintaucht? 

22. Wie viele Liter Wasser fliefsen in einer Minute durch eine 
cylindrische Kanalröhre, deren Durchmesser im Lichten 40 cm ist, 
wenn die Tiefe des Wassers in der Mitte der Röhre 10 cm und die 
Geschwindigkeit des Wassers 1,2 m in der Sekunde? 
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K. 

Aufgaben zum Inhalt von Pyramiden und Kegeln. 

§ 24, 3. i^ Berechne die Inhalte der in VI (S. 159) bestimmten Körper, 

namlicn m Kummer: 

a) 17; b) 18; c) 19; d) 9; e) 11; f) 12; g) 21; h) 22; 
i) 23, wobei die Grundkante = a sei; k) 28. 

2. Welchen Inhalt hat eine a) vierseitige, b) fünfseitige gleich- 
kantige Pyramide mit der Kante a? 

3. Ein Stein hat die Form einer dreiseitigen (quadratischen) 
Pyramide mit prismatischem Sockel. Die Grundkante von Pyramide 
und Prisma ist = 45 cm, die Seitenkante der Pyramide 135 cm und 
des Sockels 25 cm. Wie viele Kilogramm wiegt der Stein, wenn sein 
spez. Gewicht = 2,5 ist? 

4. Ein ZirkonkrystaU hat die Form einer quadratischen Säule, 
auf deren Endflächen quadratische Pyramiden aufsitzen, deren Flächen 
mit den Säulenflächen Winkel von 132*^10' bilden. Wie grofs ist 
das spez. Gewicht des Krystalls, wenn 4ie Grundkante der Säule 
= 3 mm, die Seitenkante = 8 mm und das Gewicht =361 mg ist? 

5. Von einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfläche 
sei der Körperinhalt Je und der Inhalt i eines durch zwei Gegen- 
seitenkanten gelegten Schnittes gegeben. Welche Gröfse haben die 
am Körper vorkommenden Winkel von a) Kanten mit Flächen? 
b) Kanten mit Kanten? c) Flächen mit Flächen? 

6. Von einer dreiseitigen Pyramide seien die Kanten einer Ecke 
a, 6, c und deren Winkel -^ a6 = y, <^ 6c = a, ^ca == ß. Wie 
grofs ist sein Inhalt? 

Kegel. 7, Welchen Inhalt hat ein gleichseitiger Kegel, dessen a) Seiten- 

linie s ist? b) Höhe h ist? 

8. Bestimme den Inhalt eines Kegels, dessen Netz ein a) Viertel-, 
b) Sechstel-, c) Halbkreis (Filter) mit dem Halbmesser s ist. 

9. Es soll ein Becher hergestellt werden zum Anhängen an 
einen Brunnen; er soll die Form eines Kegels erhalten und y^ Liter 
fassen. Seine Tiefe soll ly^mal so grofs sein, als sein Durchmesser 
am offenen Ende. Wie grofs ist Halbmesser und Mittelpunktswinkel 
(oder Sehne) des Kreisausschnittes zu nehmen, welcher aus Blech 
herzustellen ist, um durch Zusammenrollen desselben den Becher zu 
erhalten? 

10. Ein Dreiieck, dessen Seiten 44, 37, 15 sind, drehe sich nach 
einander um jede der Seiten. Welche Körperinhalte entstehen so? 

11. Nach den Bezeichnungen in VI, 33 (S. 160) und Bezeichnung 
des Kegelinhaltes mit i bestimme man: 
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a) i aus m und 5; b) i aus r und a; e) i aus m und a; [§ 24, ».] 

d) 5 aus i und r; e) i aus r und m; f) i aus m und — = v. 

12. Mit einem geraden Kegel, dessen Halbmesser r und Seiten- 
linie s ist, habe ein gleichseitiger Kegel gleiche a) Mantelfläche, 

b) Gesamtoberfläche. Wie grofs ist der Inhalt des letzteren? 

13. Von einem schiefen Kegel kennt man die gröfste Seiten- 
strecke a, die kleinste 6 und den Durchmesser der Grundfläche c. 
Man soll den Inhalt bestimmen, [a = 5,8, 6 = 4,1, c = 5,1.] 

14. Ein Kegel, dessen Halbmesser r, Höhe h und spezifisches 
Gewicht s ist, schwimmt mit der Grundfläche nach unten (oder 
oben) im Wasser. Wie weit sieht er über dasselbe heraus? 
Beispiel: Ä = 20, s = 0,45. 

15. Wenn über einer Strecke s als Grundseite eiu Quadrat, ein 
gleichseitiges Dreieck und ein gleichschenkeliges mit dem Quadrat 
gleichhohes Dreieck gezeichnet wird, und sich jede der Figuren um 
die Mittelsenkrechte zu s dreht, in welchem Verhältnis stehen a) Mantel- 
flächen, b) Gesamtoberflächen und c) Inhalte der Körper? 

16. Bestimme das Verhältnis der Inhalte des einem regelmäfsigen 
Tetraeder einbeschriebenen und des ihm umbeschriebenen Kegels. 

17. Gegeben sei ein gleichseitiger Kegel, und diesem soll ein 
auf der Grundfläche aufstehender gerader Cylinder einbeschrieben 
werden. Ist es mögHch, dafs letzterer a) die halbe Mantelfläche, b) die 
halbe Gesamtfläche, c) den halben Inhalt des Kegels erhalte? 

- 18. Der Inhalt eines gleichseitigen Kegels sei i. Man soll Ober- 
fläche Tind Inhalt der ihm ein- und umgeschriebenen Pyramide be- 
rechnen, deren Grundfläche ein regelmäfsiges a) Viereck, b) Dreieck, 

c) Sechseck ist. 

19. Welches Verhältnis besteht zwischen den Oberflächen (In- 
halten) eines gleichseitigen Gylinders und gleichseitigen Kegels, wenn 
beide denselben Inhalt (dieselbe Oberfläche) haben? 



X. 

Aufgaben zum Inhält von Pyramiden- und Kegelstumpf 

und schief abgeschnittener Säule. § 24, 4. 

Pyramiden- 

!• Von dem Stumpf einer regelmäfsigen 6- (8-, 10-, 12-) eckigen und 
Pyramide sei die Grundkante = a, die obere Kante = 6, die Seiten- jf^pf 
kante = s. Wie grofs ist der Inhalt? 

2. Ein Pyramidenstumpf, dessen Höhe h und dessen Grund- 
flächen regelmäfsige Sechsecke mit den Seiten a und b sind, werde 
in der Mitte der Höhe durch einen zu den Grundflächen parallelen 
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[§ 24, 4] Schnitt geteilt. In welchem Verhältnis findet die Teilung a) des 
InhaltS; b) des Mantels statt? 

3. Ein Baumstamm habe die Gestalt eines Kegelstumpfes. Die 
Umfange seiner Endflächen seien 2,12 m und 1,97 m, seine Länge 
9 m. Wieviel Kubikdecimeter Hok enthält er? 

4. Welchen Fehler begeht man, wenn man einen Kegelstumpf 
(Baumstamm) durch einen gleichlangen Cylinder ersetzt, dessen Halb- 
messer gleich dem Mittelhalbmesser des Kegelstumpfes ist? 

5. Wenn r^, rg, h die Abmessungen eines geraden Kegelstumpfes 
sind, s6 soll man berechnen: a) J aus r^ = 8,2, r^=h, , Ä = 4; 

b) h aus /= 10000, ri= 12,3, r^ = 8,05; 

c) r^ aus ^2= 2,5, ä = 6, J = 180. 

6. Man soll den Inhalt eines geraden Kegelstumpfes berechnen, 
von welchem gegeben ist: a) die Seitenlinie 5, ihr Neigungswinkel a 
gegen die gröfsere Grundfläche und der Halbmesser r^ der letzteren 
(z. B. s = 17, a = 69®, r^= 19); b) der Mantel m, das Verhältnis 
der Grundflächen p : q und der Winkel 2 a des Axenschnittes im Er- 
gänzungskegel (z. B. m = 537, p : g = — , 2a=^ 50®); c) die Höhe Ä, 

der Mantel m und der Unterschied d der Grundflächen. 

7. Von einem Doppelkegel seien die Halbmesser der Begrenzungs- 
kreise r^ und r^ und der Abstand ihrer Flächen h. Wie grofs ist 
der Inhalt des Körpers? 

8. Wenn ein regelmäfsiges Fünfeck (Achteck, Zwölfeck), dessen 
Seite 5 ist, sich um die Mittelsenkrechte einer Seite dreht, wie grofs 
ist die Oberfläche und der Inhalt des Körpers, welcher hierdurch 

entsteht? ( Antw. : -ö- ^^^ ^^® T ^^^* ~6~ ) * 

9. Die Fläche eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen Katheten 
a und h sind, weniger der des einbeschriebenen Quadrates, von dem 
a) nur eine Ecke, b) eine Seite auf der Hypotenuse liegt, drehe sich 
bei a) um die Kathete a, bei b) um die Hypotenuse als Axe. Wie 
grofs sind Mäntel, Gesamtoberflächen und Inhalte der Körper? 

10. Wie grofs ist das Gewicht (samt Belastung) einer Boje, die 
die Form zweier gleichen mit der Grundfläche aneinander stofsenden 
Kegel hat, deren Axenschnitt ein rechtwinkeliges Dreieck ist mit der 
Kathete s dm, während die Boje so im Wasser schwimmt, dafs vom 
oberen Kegel % der Höhe herausragt? 

§ 24, 5, 6. 11. Wie viele Kubikmeter enthält ein Schotterhaufen mit recht- 

eckiger Grundfläche von der Länge 3 m und Breite 50 cm, dessen 
Seitenflächen oben in eine Längslinie von 2 m zusammenlaufen^ 
während die Seitenkante 87 cm lang ist? 

12. Wie grofs ist der Dachraum eines Hauses, dessen Boden 
a m lang, h m breit ist, wenn von den vier Bodenkanten die vier 
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Dachflächen unter 45^ gegen die Bodenfläche geneigt bis zu der Höhe h [§ 24, 5, 
über dem Dachboden aufsteigen? ^] 

13. Wie viele Kubikmeter Erde erfordert ein Damm von der 
Länge l und der Höhe Ä, der oben die Breite b hat und beiderseits 
sowie an seinen Enden Böschungen von 60^ Neigung besitzt? 

14. Wie viele Kubikmeter Erde sind erforderlich, um auf diesen 
Damm einen Weg von der gleichen Breite und den gleichen Böschungen 
zur Seite anzulegen, der 15 7o Steigung erhalten soU? 

15. Berechne die Inhalte der Körper von IV, 33 und 34 (S. 152). 

16. Ein regelmäßiges dreiseitiges Prisma werde von einer Ebene 
geschnitten, welche einer Grundkante a parallel ist und mit der 
Grundfläche den Winkel a macht. Wie grofs ist die Oberfläche imd 
der Inhalt des abgeschnittenen Körpers, wenn die kürzere Seitenkante 
= b ist? 

17. Ein gerades Prisma, dessen Grundfläche eine Raute ist, sei 
schief abgeschnitten durch eine Ebene, die parallel der kleineren 
Eckenlinie a der Baute ist. Die gröfsere Eckenlinie sei = 6, die 
kürzeste Seitenkante c, die längste d. Wie grofs ist der Inhalt? 

18. Wie grofs ist der Rauminhalt eines cylindrischen Kohlen- 
eimers, der schräg abgeschnitten ist unter einem Winkel von 45® 
gegen die längste Seitenlinie, wenn der Halbmesser = r und die 
kürzeste Seitenlinie = a dm ist? 

19. Ein Grabstein besteht aus einem würfelförmigen Sockel, 
dessen Kanten = «dm sind, und einem geraden, schief abgeschnittenen 
Cylinder, dessen obere Fläche gegen die Grundfläche um 60® geneigt 
ist. Der Durchmesser des Cylinders ist ^/^^ der Würfelkante und die 
kürzeste Seitenkante das Doppelte der Würfelkante. Wieviel wiegt 
der Körper, wenn sein spez. Gewicht s ist? Was kostet die Politur 
des Steins, wenn der Quadratdecimeter mit p Pf ennigen berechnet wird? 

20. Ein Prismatoid, d. i. ein Körper, der begrenzt ist von 
zwei in parallelen Ebenen liegenden Vielecken und von den Dreiecken, 
die je eine Seite des einen Vielecks mit einer benachbarten Ecke 
des andern verbinden (oder von den Trapezen zweier benachbarten 
parallelen Seiten der Vielecke), werde von einem Punkt der Mittel- 
parallelebene aus in Pyramiden zerlegt, welche die Begrenzungsflächen 
des Körpers als Grundflächen haben. Es ist nachzuweisen: a) Schneidet 
eine der dreiseitigen Pyramiden aus der Mittelparallelebene eine Fläche 
f aus, so ist ihr Inhalt % /"Ä, wenn h der Abstand der parallelen 
Ebenen ist. (Der Inhalt ist das Vierfache der von f und der 
gegenüberliegenden Ecke begrenzten Pyramide.) b) Sind 6r, g, m die 
Grundflächen und Mittelfläche, h der Abstand der ersteren, so ist der 

Inhalt des ganzen Körpers: -g- (Cr + ^^ + 4m). 
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XI. 

Aufgaben zum Inhalt der Kugel und Kugelteile. 

Ku^ei ^* ^®l^h®^ Inhalt hat eine Kugel, deren a) Halbmesser 

T (= 4,5 mm), b) Hauptkreisnmfang w (= 14,7 cm), c) Oberfläche 
(= 200 qdm) ist? — Welches Gewicht haben diese Kugeln, wenn 
sie bei a) aus Tannenholz (sp. G. = 0,5), bei b) aus Eisen (sp. G. 
= 7,25), bei c) aus Kalkstein (sp. G. = 2,72) bestehen? 

2. Welchen Halbmesser und welche Oberfläche hat eine Kugel^ 

deren Inhalt a) 1400 kbcm, b) J, c) — = beträgt? 

3. Wie grofs ist der lichte Durchmesser des Laufes einer Kanone, 
deren kugelförmiges eisernes VoUgeschofs 6 kg wiegt? (Spez. Gew. 
= 7,25.) 

4. In welchem Verhältnis stehen die Durchmesser zweier Kugeln 
von einerlei Stoff, von denen die eine doppelt soviel wiegt als die andere? 

6. Wie verhalten sich Kegel, Kugel und Cylinder von gleichem 
Halbmesser und gleicher Höhe? (Grabmal des Archimedes.) 

6. Erde, Sonne und Mond mögen als Kugeln betrachtet werden 
und ihre Halbmesser seien r, 108 r, 0,27 r; der Abstand der Mitte 
von Mond und Erde sei = 60 r. Es fragt sich: a) Wie viele Erd- 
kugeln liefsen sich aus der Sonne bilden? b) Wie viele Erde und 
Mond einhüllend berührende Kugeln liefsen sich aus der Sonne bilden? 

7. Aus drei eisernen Kugebi, deren Halbmesser y-j, rg, r^ sind 
(z. B. 5, 8, 12 cm), wird eine einzige gegossen. Welchen Durch- 
messer und welches Gewicht hat diese? (Sp. G. = 7,25.) 

8. Wie viele Bleikugeln von 12 mm Durchmesser lassen sich 
aus a (z. B. 30) kg Blei (sp. G. = 11,4) giefsen? 

9. Welchen Halbmesser mufs eine kupferne Hohlkugel (spez. G. 
= 8,9) mindestens haben, damit sie, bei 1 cm Wanddicke ganz 
untergetaucht, im Wasser schwimmt? 

10. In einem mit der Spitze abwärts gekehrten geraden Kegel, 
dessen Axe lotrecht und dessen Axenschnittwinkel 2ck sei, befijide 
sich Wasser von der Tiefe h. In dieses werde eine Kugel vom Halb- 
messer r ganz untergetaucht. Wie hoch steigt das Wasser? 

!!• Wie verhalten sich die Oberflächen und Inhalte der in VI, 43 
angegebenen Körper zu denen der ein- und umbeschriebenen Kugeln? 

12. Wie verhalten sich die Inhalte der fünf Körper in VH, 12? 
abMiStt ^^* ^^ welcher Kugel gehört ein Segment, dessen Inhalt 27 

(0,223 kbm) und dessen Höhe h (6,3 cm) ist? 

14. Dieselbe Aufg. wie VII, 13, wenn der Inhalt halbiert sei. 

16. Dieselbe Aufg. wie VH, 14 für den Inhalt der Kugelteile. 

16. In welchem Verhältnis werden Oberfläche und Inhalt einer 
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Eugel geteilt, wenn die Teilung durch die Ebene einer Fläche des [§ 26.] 
einbeschriebenen a) Würfels, b) regelmäfsigen Tetraeders besorgt wird? 

17. Ein Kessel soll hergestellt werden, welcher v Hektoliter 
fafst und die Form eines Kugelabschnittes hat der Art, dafs der Durch- 
messer des obem Begrenzungskreises gleich der Entfernung des 
Bandes vom tiefsten Punkte sei. a) Wie grofs mufs diese Entfernung 
sein, b) wie grofs der Kugelhalbmesser und c) wieviel Quadrat- 
decimeter Kupferblech sind für den Kessel erforderlich? 

18. Eine bikonvexe Glaslinse, deren Flächen die gleiche Krüm- 
mung haben, hat einen Durchmesser von 9 cm und in der Mitte eine 
Dicke von 10 mm. a) Wie grofs ist der Halbmesser der Flächen? 
und b) wie schwer ist die Linse, wenn das spezifische Gewicht des 
Glases 2,6 ist? 

19. Ein Schälchen, dessen Hohlraum die Gestalt eines Kugel- 
abschnittes hat und 12 mm tief ist, läfst sich mit 98 g Quecksilber 
(spez. Gew. = 13,6) füllen. Wie grofs ist dessen Oberfläche? 

20. Welchen Inhalt hat ein Abschnitt einer Kugel, wenn jener die 
Oberfläche a^ (= 42 qcm) und diese die Oberfläche b^ (= 0,7 qdm) hat? 

21. Eine Kugel mit dem Halbmesser r liegt in einem mit der 
Spitze nach unten gerichteten Kegel, dessen Axenschnittwinkel 2 a ist. 
Wie grofs ist der Hohlraum zwischen Kugel und Kegel? 

22. Wie grofs ist das spez. Gewicht des Ahomholzes, wenn eine 
Kugel aus diesem Holze von 10 cm Durchmesser so auf Wasser 
schwimmt, dafs die Höhe des herausragenden TeUes 4 cm beträgt? 

23. Eine Kugelschale von 6 cm Höhe und 20 cm äufserem 
Durchmesser am obem Band wiegt 55,6 g. Wie viele Gramm kann 
man höchstens in sie hineinlegen, damit sie noch mit dem Bande am 
Wasserspiegel schwimmt? 

24. a) Wie viele Gramm wiegt eine eiserne, halbkugelformige 
Schale, deren äufserer Halbmesser 5 cm und deren Wandstärke 
0,1 cm beträgt, wenn das spez. Gewicht des Eisens 7,25 ist? b) Wie 
viele Gramm mufs man in diese Schale legen, damit sie auf dem 
Wasser schwimmend noch 1 cm hoch herausragt? (Das Gewicht 
der Luft bleibt unberücksichtigt.) 

26. Zu dem Abschnitt der Kugel, deren Halbmesser = r ist, 
gehöre der Mittelpunktswinkel 2 a; es ist zu berechnen und in Form 
eines Produktes anzugeben, um wieviel a).die Fläche der Haube den 
Mantel, b) der Inhalt des Abschnittes den Inhalt des eingeschriebenen 
geraden Kegels übertriflFfc. 

26. Man soll den Inhalt eines Kugelausschnittes bestimmen, von ^„^"^Itt 
welchem gegeben ist: a) der Halbmesser q des begrenzenden Kreises 
und dessen Abstand \ vom Mittelpunkt; b) der Mittelpunktswinkel 
2a und die Fläche f der zugehörigen Haube; c) der Kugelhalbmesser 
r und die Fläche f seines Axenschnittes. 
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[§ 25.] 27. Ein Ereisanssclmitt^ dessen Eugelhalbmesser r und Mittel- 

punktswinkel 60^ ist^ drehe sich zuerst um die Winkelhalbierende 
und dann auch um einen seiner begrenzenden Halbmesser. Wie grofs 
sind die entstehenden Ausschnitte? und ihr Verhältnis? 

28. Wie grofs ist die Höhe eines Kugelabschnittes , der halb 
so grofs ist als der Kugelausschnitt^ zu dem er gehört? (Der 
Kugellialbmesser sei = r.) 

39. Der Inhalt einer Kugel ist K, der eines Ausschnittes S. 
Wie groijs ist der Mittelpunktswinkel des Ausschnittes? 8^= -^ K. 

30. Wie groiB ist der Mittelpunktswinkel eines Kugelausschnittes, 
dessen Abschnitt ebenso grofs ist wie sein kegelförmiger Teil? 

31. Die Höhe einer Kugelhaube sei %; der Halbmesser ihres 
Begrenzungskreises 2h, Es ist nachzuweisen: a) die Haube ist fiinf- 
mal so grofs als die Oberfläche einer Kugel, deren Durchmesser = h 
ist; b) der Inhalt des Abschnittes ist 13 mal so grofs als der dieser 
Kugel; c) der Inhalt des zugehörigen Ausschnittes ist 2ömal so 
grofs, als der derselben Kugel; d) der kegelförmige Mantel des Aus- 
schnittes ist gleich der Haube; e).die abgerollte Mantelfläche bildet 
einen Kreisausschnitt, dessen Mittelpunktswinkel =3^22 ist. 

32. Eine Kugel soll kegelförmig ausgebohrt werden, so dafs die 
Axe des Kegels durch den Mittelpunkt geht, seine Spitze in die 
Oberfläche der Kugel fäUt imd der übrig bleibende Kugelteü die 
Hälfte des Kugelinhaltes ist. Es soll durch Bechnung und dann 
durch Zeichnung die Höhe des übrig bleibenden Kugelteils bestimmt 
werden, wenn der Kugelhalbmesser r gegeben ist. 

33. Wie grofs ist der Körperinhalt eines zu dem Kugelzweieck 
mit dem Winkel a und dem Halbmesser r gehörigen Kugelteües? 

34:, Wie grofs ist der Körper, der aus einer Kugel mit dem 
Halbmesser r von drei durch den Mittelpunkt gelegten Ebenen aus- 
geschnitten wird, wenn die Ebenen die Winkel a, /S, y bilden? (Be- 
nütze S. 57, 4.) 

35. Aus den Ecken eines regelmäfsigen Tetraeders mit der Seite s 
werden Kugeln mit dem Durchmesser s beschrieben. Wieviel übertrifft 
der Inhalt des Tetraeders den der in ihm liegenden Kugelteile? 
B^woht. ^6» Welchen Körperinhalt hat eine Kugelschicht, von welcher 

der Kugelhalbmesser r und die Halbmesser q^ und q^ der beiden 
Grundflächen bekannt sind? — Beispiel: r = 1,2; ^^ = 0,8; p3 = 0,6. 

37. In einem gleichschenkeligen Trapez seien die parallelen 
Seiten 2 a und 26 (a > 6), die schiefe Seite sei c und ein spitzer 
Winkel sei d. Nun drehe sich die Figur und ihr umgeschriebener 
Kreis um die Mittelsenkrechte zu den Parallelseiten. Wie grofs 
ist die entstehende Kugelschicht, falls gegeben sind: a) a, 6, c; 
b) a, c, d; c) 6, c, d; d) 2a — 26 = d und d. 
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88, Eine Kugel werde kegelförmig ausgebohrt, so dafs die Axe [§ 26.] 
des Kegels durch den Kugelmittelpunkt geht; der entstehende ring- 
artige Körper habe die Höhe h und Begrenzungskreise, deren Halb- 
messer Q^ und Q^ sind. Wie grofs ist der Inhalt dieses Körpers? 

39. Wie grofs ist der Inhalt dieses Ringes, wenn nur die 
Seitenstrecke s des herausgehobenen Kegelstumpfes und ihr Winkel a 
mit der Höhe gegeben ist? 

40. Der Inhalt einer Kugelschicht ist gleich dem Inhalte eines 
Cylinders von der gleichen Höhe h und dem mittleren Halbmesser q 
der Schicht, weniger der Halbkugel, deren Durchmesser gleich der 

Höhe h ist. (Andeutung: pi^+ (>2^= ^p^ — yj 

41. Wird eine Kugel cylindrisch ausgebohrt, so dafs die Axe 
des Cylinders durch den Kugelmittelpunkt geht, so bleibt ein Bing 
übrig, dessen Inhalt gleich dem einer Kugel ist, deren Durchmesser 
der Höhe des Ringes gleich kommt. — Solche Ringe aus ver- 
schiedenen Kugeln, aber mit gleicher Höhe sind Gavalierische Körper. 

42. Zu einer Hohlkugelschicht ist Cavalierischer Körper ein 
HohlcyUnder von gleicher Höhe und mit den beiden Halbmessern 
der Kugelflächen. 

43. Man leite nach Nr. 42 die Formel für einen Kugelabschnitt 
ab als Unterschied einer halben Hohlkugel, deren Halbmesser r und 
(r — h) sind, und der Hohlkugelschicht in ihr von der Höhe (r — h), 

44. Ebenso . die Formel der Kugelschicht als Summe einer 
Hohlkugelschicht, deren innere Fläche die obere Endfläche berührt, 
und des Kugelabschnittes innerhalb dieser Fläche. 



XIL 

Aufgaben zur Abbildung geradliniger Figuren. 

1. Unter welcher Bedingung können die Punkte einer Geraden § 29. 
als Bilder aller Punkte einer Ebene betrachtet werden? 

2. Unter welcher Bedingung werden die Ebenen eines Ebenen- 
büschels als Strahlenbüschel abgebildet? 

3. Zwei parallele Gerade ergeben in einem Ebenenbüchel ähnlich 
liegende Punktreihen. 

4. Zwei parallele Ebenen ergeben in einem Ebenenbüschel gleiche 
und gleichgerichtete Strahlenbüschel. 

6. Die Schnittpunkte zweier Strahlen eines Punktes mit einem 
Ebenenbüschel bilden zwei Perspektive Punktreihen, die gegenseitig 
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[§ 29.] bestrahlt liegen vom Schnittpunkt der Ebene beider Geraden mit 
dem Träger des Ebenenbüschels als Strahlpunkt. 

6« Die Schnittgeraden zweier Ebenen mit einem Ebenenbüschel 
bilden zwei gegenseitig bestrahlte Strahlenbüschel; deren Axe die 
Schnittgerade ersterer Ebenen ist. 

7. Irgend zwei gegenseitig bestrahlte Strahlenbüschel gehören 
einem Ebenenbüschel an^ dessen Axe die Yerbindungsgerade der 
beiden Scheitel ist. 

8. In einem Ebenenbüschel ergeben die Schnittpunkte irgend 
welcher Geraden gegenseitig bestrahlte Gebilde; eben solche ergeben 
die Schnittgeraden irgend welcher Ebenen. 

§ 31. 9. Der Strahlpunkt 8, die Fluchtgerade f und ein Punkt P mit 

seinem Bild P^ sind gegeben; gesucht die Axe. 

10. Der Strahlpunkt 8 und die beiden Fluchtgeraden f und v^^ 
sind gegeben; es soll zu einer Geraden g (oder zu einem Punkt P) 
das Büd gefanden werden. 

11. Die Axe a, die Fluchtgerade f, ein Punkt P und sein 
Bild Pj sind gegeben; gesucht der Strahlpunkt. 

12. Zwei Geraden g und h und ihre Bilder g^ und \ sind ge- 
geben samt dem Fluchtpunkt F auf ^; gesucht der Strahlpunkt. 

§ 32. 13. Ein gegebenes vollständiges Yierseit soll eiimial so ab- 

gebildet werden, dafs eine äufsere Nebenseite Fluchtgerade wird, und 
dann so, dafs dies eine innere Nebenseite ist. Es ist aufzusuchen 
und in beiden FäUen zu vergleichen, a) für welche Punkte der 
Strahlpunkt die Strecke von Vorlage- und Bildpunkt aufsen und 
b) für welche er sie innen teilt, und c) welche Strecken auf den 
Geraden einander als Vorlage und Bild entsprechen. 

14. Die verschiedenen Beweisverfahren sollen zusammengestellt 
werden, durch welche die Sätze § 29, 4 u. 4' (S. 75/76) für Figuren 
einer einzigen Ebene begründet werden a) mit Hilfe von Strecken- 
verhältnissen (11 § 22); b) mit einer Abbildung, in der eine Gerade 
Fluchtgerade ist; c) mit Hilfe der Auffassung der Figur als Grenz- 
lage bestrahlter Figuren zweier Ebenen (S. 79, 5). 

15. Die folgenden Sätze sind auf verschiedene Arten zu beweisen: 



a) Verbindet man einen Punkt 
P mit den Ecken eines Dreiecks 
ABC, so schneiden diese Geraden 
die Seiten des Dreiecks in drei 
Punkten A^B^C^ eines Dreiecks, 
dessen Seiten die Gegenseiten des 
gegebenen Dreiecks in drei Punkten 
einer Geraden schneiden. 



b) Schneidet eine Gerade p 
die Seiten eines Dreiseits a, &, c, 
so bilden die Verbindungs- 
geraden der Schnittpunkte mit 
den Ecken ein zweites Dreiseit, 
dessen Ecken mit denen des er- 
steren auf drei Strahlen eines 
Punktes liegen. 
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16, a) Von einem Sechseck, 
dessen Ecken 1, 3, 5 auf einer 
Geraden liegen, und 2, 4, 6 auf 
einer zweiten Geraden, schneiden 
einander die Seiten 12 und 45, 
23 und 56, 34 und 61 in drei 
Punkten einer Geraden. 



b) Von einem Sechsseit, des- [§ 32.] 
sen Seiten 1, 3, 5 durch einen 
Punkt gehen, und 2, 4, 6 durch 
einen zweiten Punkt, gehen die 
Verbindungsgeraden der Schnitt- ^ 
punkte 12 und 45, 23 und 56, 
34 und 61 durch einen Pimkt. 



17. Die Aufgaben des ü. TeUes IX, 9—15 und X, 10 — 17 
schliefsen sich hier an. 



18. In einem vollständigen Vier- 
eck AB CD seien auf einem be- 
liebigen Strahl der Nebenecke E 
der Seiten AB und CD zwei be- 
liebige Punkte G und H ange- 
nommen, Yon denen der erstere 
mit den Ecken A und D durch 
die Geraden du d^y der letztere mit 
den Ecken B und C durch 6^, c^ 
verbunden werde. Es ist zu be- 
weisen, dafs die Schnittpunkte aj>^ 
und c^rfj auf einem Strahl der Neben- 
ecke von AD und BC liegen. 

(Mittels § 29, 4. Oder dadurch, 
dafs man zunächst den Strahl EHG 
aufserhalb der Ebene des Vierecks 
annimmt, und § 2, i benützt.) 

19. Bewegen sich zwei veränder- 
liche Dreiecke so, dafs die Ecken 
in drei festen Strahlen eines Punktes 
hingleiten und zwei Seiten sich 
um zwei feste Punkte drehen, so 
dreht sich auch die dritte Seite 
um einen festen Punkt der Ver- 
bindungsgeraden der beiden andern 
festen Punkte. 



1 8'. In einem vollständigen Vier- 
seit ahcd seien durch einen be- 
liebigen Punkt der Nebenseite e 
der Ecken ah und cd zwei belie- 
bige Gerade g und h gezogen, von 
denen die erstere die Seiten a und d 
in den Punkten A^ D^ die letztere 
die Seiten 6 und cmB^C^ schneiden 
möge. Es ist zu beweisen, dafs 
die Verbindungsgeraden A^B^ und 
C^D^ einander in einem Punkt der 
Nebenseite der Ecken ad und bc 
schneiden. 

(Mittels § 29, 4'. Oder dadurch, 
dafs man zunächst annimmt, ab 
und cd seien zwei verschiedene 
Ebenen und § 2, i benützt.) 

19'. Bewegen sich zwei veränder- 
liche Dreiseite so, dafs die Seiten 
sich um drei feste Punkte einer 
Geraden drehen und zwei Ecken 
auf zwei festen Geraden hingleiten, 
so gleitet auch die dritte Ecke auf 
einem festen Strahl des Schnitt- 
punktes der beiden andern festen 
Geraden hin. 



20. Aus diesen beiden Sätzen soll gefolgert werden: 



a) Wenn zwei Punktreihen mit 
einer dritten bestrahlt liegen, so 
liegen sie untereinander ebenso, 
und die drei Strahlpunkte liegen 
auf einer Geraden. 

b) Bewegen sich die Ecken eines 
veränderlichen n^ecks in n festen 
Geraden, die durch einen Punkt 



aT) Wenn zwei Strahlenbüschel 
mit einem dritten bestrahlt liegen, 
so liegen sie untereinander ebenso, 
und die drei Axen gehen durch 
einen Punkt. 

b') Drehen sich die Seiten eines 
veränderlichen w-seits um n feste 
Punkte, die in einer Geraden liegen, 
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82.] gehen, und drehen sich (w — 1) 
seiner Seiten um ebensoviele feste 
Punkte, so drehen sich auch 

die übrigen (^-^)i^-^) Ver- 

• bindungsgeraden der Ecken um 
andere feste Punkte. 



und bewegen sich (n — 1) seiner 
Ecken in ebensoviel festen Ge- 
raden, so gleiten auch die übrigen 



(n — 1) (n ~ 2) 
1 . 2 



Schnittpunkte der 
Seiten in andern festen Geraden hin. 



xm. 

Aufgaben zur Abbildung des Kreises als Kreis. 

(Die folgenden Aufgaben gelten auch für Kegelschnitte.) 

c 34 1. Zu einem gegebenen Kreis (Kegelschnitt) und einem ge- 

gebenen Punkt ist mit dem Lineal allein die Polare zu zeichnen. 

2. Zu einem gegebenen Kreis (Kegelschnitt) und einer gegebenen 
Geraden ist mit dem Lineal allein der Pol zu bestimmen. 

3. Der Satz: „Li einem berührenden Dreiseit schneiden einander 
die Geraden von den Ecken nach den Berührungspunkten in einem 
Punkt'' ist zu beweisen: a) durch die Umkehrung des Satzes Ton Ceva 
(ü, § 15, 5); b) durch Ableitung aus dem Satz von Brianchon; c) durch 
die Abbildung der Figur, so dafs a^) ein Berührungspunkt oder 
\) zwei Berührungspunkte in unendliche Entfernung faUen. 

4t. Wie der vorhergehende Satz ist zu beweisen: Die Seiten 
eines Sehnendreiecks geben mit den jeweiligen Gegenseiten des zu- 
gehörigen Berührungsdreiseits drei Schnittpunkte auf einer Geraden. 

5. Li einem vollständigen Yierseit aus zwei Kreisberührenden 
tmd aus den beiden Verbindungsgeraden ihrer Berührungspunkte mit 
einem Punkt des Kreises geht die Berührende des letzteren Pimktes 
durch den äuTsem Schnittpunkt zweier Nebenseiten. 

6. Verbindet man zwei Punkte des Kreises mit den beiden 
Berührungspunkten zweier Berührenden und verlängert diese vier 
Verbindungsgeraden bis zu ihren beiden weiteren Schnittpunkten, so 
liegen letztere auf einer Geraden mit dem Schnittpunkt der Berüh- 
renden. Es soll dies bewiesen werden a) mittels einer einfacheren Ab- 
bildung, b) mittels der Sätze über ein- und umbeschriebene Vierecke 
oder Sechsecke. 

7. Verbindet man die Berührungspunkte zweier Berührenden 
mit je einem weitem Punkt des Kreises, so liegen die weitem Schnitt- 
punkte dieser beiden Verbindungsgeraden und der Berührenden auf 
einer Geraden mit dem Schnittpunkt der Berührungssehne und der 
Geraden der beiden weitem Punkte. Beweis wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe. 
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8, Wenn bei einem Sehnenviereck zwei Gegenseiten auf der [§ 34.] 
Berührungssehne zweier Berührenden (oder auf deren Verlängerung) 

eine Nebenecke bilden, so bestimmen zwei weitere Gegenseiten mit 
den beiden Berührenden ein Vierseit, bei dem zwei Nebenseiten ein- 
ander in jener Nebenecke schneiden. 

9. Wenn ein Vierseit gebildet wird aus zwei Berührenden und 
zwei Schneidenden eines Ej*eises, die sich auf der Berührungssehne 
der ersteren (oder auf deren Verlängerung) schneiden, so bestimmen 
die nicht durch diesen Schnittpunkt gehenden Nebenseiten, wenn sie 
den Ereis treffen, ein Sehnenviereck, von dem eine Nebenecke in 
jenem Schnittpunkt liegt. 



XIV. 

Aufgaben über Punkte, berührende und schneidende 

Gerade der Kegelschnitte. 

1. Ein Kreis mit dem Halbmesser von 1,5 cm ist so abzubilden, § 36. 
dafs die Axe den Abstand MK = 2 cm vom Mittelpunkt M hat und 

die Pluchtgerade FR den Abstand MF = 3 cm. Der Strahlpunkt S 
liegt so, dafs ^ SFB = 45® und 8F = 2 cm. (Erstreckung des 
Bildes von M aus in Richtung MK beiderseits 5 cm, senkrecht dazu 
beiderseits gegen 9 cm.) a) Es ist das Bild von K^ zu bestimmen; 
b) von einem Punkt V der Fluchtgeraden (F-F = 2 cm, S F-F = 22y2«) 
sind die beiden Berührenden an dem Kreis und deren Berührungs- 
sehne abzubilden. Welche Bedeutung hat der Schnittpunkt dieser 
Berührungssehne mit KF und dessen Bild 0^? c) Die Berührenden 
an den Schnittpunkten von VO sind abzubilden. Welche Lage haben 
die Bilder in Bezug auf das Bild von VO und das Bild jener Be- 
rührungssehne? d) Von einer behebigen Schneidenden durch F ist 
die Sehne abzubilden. Welche Beziehung hat das Bild zum Bild 
derselben Berührungssehne? e) Zu den Grenzpunkten der Sehne sind 
die gegengesetzten Punkte der Ellipse zu zeichnen. 

2. Ein Kreis mit dem Halbmesser r ist so abzubilden, dafs der 
Strahlpunkt auf dem Umfang des Kreises liegt, die Axe den Kreis in 
diesem Punkt berührt und dafs der Abstand der Pluchtgeraden von der 

Axe a) = 3r; b) = 2r; c) = ^r wird. 

3. Ein Kreis ist so abzubilden, dafs sein Mittelpunkt Strahl- 
punkt, ein Durchmesser Axe und eine parallele Berührende Flucht- 
gerade wird. Es ist nachzuweisen: a) der Kegelschnitt halbiert den 
zur Axe senkrechten Halbmesser; b) die zweite Fluchtgerade berührt 
den Kreis ebenfalls; c) jeder Punkt des Kegelschnittes ist vom Strahl- 
punkt und dieser Fluchtgeraden gleichweit entfernt; d) eine Beruh- 

12* 
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[§ 36.] rende halbiert den Winkel zwischen dem Halbmesser des Berührongs- 
punktes und der Senkrechten zu dieser Fluehtgeraden. 

4. Das Bild eines Kreises und des umbesckriebenen Quadrates^ 
von dem ein Seitenpaar parallel der Bildaxe ist^ sei eine Ellipse und 
ein Trapez, dessen parallele Seiten in der Mitte berührt werden. Die 
Berührungspunkte der nicht parallelen Seiten liegen auf der durch 
den Schnittpunkt der Eckenlinie gehenden Parallelen zu den parallelen 
Seiten. Trägt man je ^ der parallelen Seiten von den Ecken her auf 
diese Seiten ab, und verbindet die benachbarten Teilpunkte, so geben 
die Yerbindungsgeraden dort, wo sie die Yerbindungsgeraden der 
Ecken mit den Berührungspunkten der nicht parallelen Seiten 
schneiden, vier weitere Punkte der Ellipse. (Nachweis des Verhält- 
nisses 1 : 5 an der Vorlage.) 
§ 36. 6, Zwei beliebige (nicht zugeordnete) Durchmesser eines Kegel- 

schnittes bestimmen durch ihre Grenzpunkte und deren Berührenden 
ein ein- und ein umbeschriebenes Parallelogramm. Die Eckenlinien 
des letzteren sind zugeordnete Durchmesser und zwar zugeordnet zu 
den Seiten des Sehnenparallelogramms; sie bilden mit den Ecken- 
linien des letzteren einen harmonischen Strahlenbüschel. 

6. Zieht man in den Grenzpunkten eines Durchmessers und in 
einem Grenzpunkt einer zugeordneten Sehne Berührende und verbindet 
deren Schnittpunkte kreuzweis mit den Grenzpunkten des Durchmessers, 
so fällt der Schnittpunkt dieser Verbindungsgeraden in die Mitte der 
Hälfte jener SeMe. 

?• Zwei beliebige Berührende bestimmen mit zwei parallelen 
Berührenden ein Vierseit, von welchem der Schnittpunkt zweier Neben- 
seiten auf denjenigen Durchmesser fallt, der den beiden Berührenden 
zugeordnet ist. 

8. Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile 
zu teilen, die durch Gerade und Kreis allein nicht lösbar ist, wird 
auf folgende Weise mittels einer Hyperbel gelöst, deren Asymptoten 
senkrecht zu einander sind. Man trägt den Winkel so an, dafs er 
mit dem Asymptotenwinkel den Scheitel und einen Schenkel gemein- 
sam hat; vom Schnittpunkt des andern Schenkels mit der Hyperbel 
trägt man den doppelten Scheitelabstand dieses Punktes als Sehne in 
die Hyperbel ein. Die Gerade vom Scheitel zur Mitte dieser Sehne 
teilt den Winkel im Verhältnis 1 : 2. Die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung ist nachzuweisen. (Man beachte, dafs die Sehnenmitte von 
den Schnittpunkten der Sehne und Asymptoten ebensoweit entfernt 
ist, als vom Scheitel.) 
§ 37. 9. Von einem Kegelschnitt sind zwei parallele Berührende und 

deren Berührungspunkte gegeben^ aufserdem a) ein Punkt oder b) eine 
Berührende. Es sollen noch weitere Punkte oder Berührende ge- 
zeichnet werden. 
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10. In ein gleichschenkeliges Trapez soll eine EUipse ge- [§ 37.] 
zeichnet werden, welche dessen vier Seiten berührt und zwar eine 

der parallelen in der Mitte. Es sind die andern Berührangspunkte 
zu bestimmen und noch ein beliebiger weiterer Punkt oder eine 
weitere Berührende. 

11. Von einer Ellipse sind drei Berührende und die Punkte auf 
zweien derselben gegeben, a) wenn diese sich schneiden, b) wenn sie 
parallel sind. Es soll die zur dritten Berührenden parallele Berüh- 
rende gezeichnet und (im Falle a) der Mittelpunkt der EUipse be- 
stimmt werden. (Im Falle b liegt der Brianchonsche Punkt in unend- 
licher Entfernung oder im Mittelpunkt.) 

12. Von einem Kegelschnitt sind vier Berührende und ein Punkt 
der (unbekannten) Berührungssehne von zweien derselben gegeben. 
Die Berührungspunkte sind zu bestimmen (S. 88, 2). 

13. Von einem Kegelschnitt sind vier Punkte und eine Gerade 
durch den (unbekannten) Schnittpunkt der Berührenden zweier dieser 
Punkte gegeben. Diese Berührenden sind zu zeichnen (S. 88, 2). 

14. Von einem Kegelschnitt ist ein Berührungsvierseit und ein 
Schnittpunkt einer Nebenseite desselben mit dem Kegelschnitt ge- 
geben. Es ist die Berührende dieses Punktes zu bestimmen; ferner 
die Berühnmgspunkte des Berührungsvierseits. 

16. Von einem Kegelschnitt ist ein Sehnenviereck und eine Be- 
rührende durch eine Nebenecke desselben gegeben. Man soll den 
Berührungspunkt dieser Berührenden bestimmen; femer die Berüh- 
renden in den Ecken des Sehnenvierecks. 

16. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten und ein 
Punkt (eine Berührende) gegeben. Nach dem Satz von Pascal 
(Brianchon) soU ein weiterer Punkt (eine Berührende) gefunden und 
aus der Zeichnung der Satz § 36, 6 c (d) S. 97 abgeleitet werden. 

17. Von einer Parabel sind weitere Punkte oder Berührende zu 
bestimmen, wenn die Durchmesserrichtung gegeben ist und aufserdem 
a) vier Punkte, b) drei Punkte und die Berülu-ende in einem, c) zwei 
Punkte und ihre Berührenden, d) vier Berührende, e) drei Berührende 
und auf einer ihr Berührungspunkt. 

18. Dreht man die Seiten eines veränderlichen Dreiseits QR6 
(S. 97, Fig. 99) um drei feste Punkte P, 1^5, während zwei seiner 
Ecken Q und R auf zwei festen Geraden J23 und 34 hingleiten, so be- 
schreibt die dritte Ecke 6 einen Kegelschnitt, der durch die Punkte 
13345 geht. 

19. Was wird aus dem Kegelschnitt des vorhergehenden Satzes, 
wenn die drei Drehpunkte auf einer Geraden liegen? 

20. Gleiten die drei Ecken eines veränderlichen Dreiecks g, r, VI 
(S. 97, Fig. 100) auf den Geraden p, J, V hin, während zwei seiner 
Seiten q und r sich um zwei feste Punkte Q und R drehen, so be- 
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[§ 87.] schreibt die dritte Seite VI berülirend einen Kegelschnitt, der von 
QB, J, V berührt wird (ebenso von QP ymäi JB Pj. 

%\. Wird ein Sehnenviereck im Kegelschnitt so bewegt, dafs es 
Sehnenviereck bleibt und dafs drei aufeinanderfolgende Seiten stets 
durch drei bestimmte Punkte gehen, die auf einer Geraden liegen, so 
dreht sich auch die vierte Seite um einen Punkt dieser Geraden. 
(Wiederholte Anwendung des Satzes von Pascal oder für den Fall, 
dafs die Gerade der drei Punkte den Kegelschnitt nicht schneidet, 
durch Abbildung als Kreis, § 38, 2.) 

22. Zwei Kegelschnitte können einander höchstens in zwei 
Punkten berühren. 

28, Zwei Kegelschnitte, die einander in einem Punkt berühren, 
können einander höchstens in zwei weitem Punkten schneiden. 



XV. 

Aufgaben tlber Bestrahlung der Kegelschnitte in einer Ebene. 

9 

§38. 1. In Bezug auf einen Punkt als Strahlpunkt und seine Polare als 

Büdaxe ist ein Kegelschnitt sein eigenes bestrahltes Büd der Art, dafs 
die Schnittpunkte eines Strahles einander wechselseitig entsprechen. — 
Was folgt hieraus in Bezug auf die Berührenden in zwei wechsel- 
seitig entsprechenden Punkten? — Welche Teile entsprechen einander, 
wenn der Strahlpunkt a) Mittelpunkt ist, b) in gegebener Richtung 
in unendliche Entfernung fällt? — Welche Sätze des § 36 lassen sich 
hieraus ableiten? 

2. Zwei Kegelschnitte, die sich in zwei Punkten berühren, liegen 
bestrahlt von einem Berührungspunkt als Strahlpunkt und zu der 
Berührenden im andern Punkt als Bildaxe. 

3. Zwei Kegelschnitte einer Ebene, die sich in einem Punkt 
berühren, liegen bestrahlt von diesem Punkt als Strahlpunkt. — Wie 
findet man die Bildaxe, wenn beide Kegelschnitte sich a) in zwei 
Punkten schneiden, oder b) nur in einem Punkt, oder c) gar nicht 
schneiden? 

4. Alle Parabeln sind einander ähnlich; sie liegen ähnlich, 
wenn sie einander in einem Punkt berühren und ihre Durchmesser 
paraUel sind. 

6. Wird ein Winkel, dessen Scheitel auf einem Kegelschnitt 
liegt, um diesen Scheitel gedreht, ohne seine Gröfse zu ändern, so 
bestimmen die Schnittpunkte seiner Schenkel mit dem Kegelschnitt 
eine Sehne, die berührend einen zweiten Kegelschnitt beschreibt. 
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(Man nehme noch einen den Kegelschnitt im Scheitel des Winkels [§ 38.] 
berührenden Kreis als bestrahlte Figur zu Hilfe.) 

6. Zeichnet man zu den Grenzpunkten eines Durchmessers und 
zu den Grenzpunkten jeder zugeordneten Sehne je ein Sehnenviereck, 
so ist der Ort aller äufsem Nebenecken ein zweiter Kegelschnitt, 
der den ersteren an den Grenzpunkten des Durchmessers berührt. 
(Ein Grenzpunkt ist Strahlpunkt, die Berührende im andern Bildaxe.) 

7. Von einem Kegelschnitt sind weitere Stücke zu zeichnen, 
wenn von ihm gegeben sind: 



a') drei Berührende und irgend 
zwei Punkte (mittels eines Kreises, 
der durch beide Punkte geht, wäh- 
rend die Gerade durch diese Punkte 
aufserhalb der Kreisfläche von den 
Berührenden geschnitten wird); 

b') vier Berührende und ein 
Punkt. (Von dem Vierseit der vier 
Berührenden wird der innere Schnitt- 
punkt der Nebenseiten mit dem 
Punkt verbunden; man erhält den 
zweiten Schnittpunkt dieser Ge- 
raden als harmonischen Punkt mit 
dem ersten Punkt und den Schnitt- 
punkten der Nebenseiten, § 33, 4 a.) 



a) drei Punkte und irgend zwei 
Berührende (mittels eines Kreises, 
der beide Geraden berührt und von 
den Strahlen ihres Schnittpunktes 
nach den drei Punkten geschnitten 
wird); 

b) vier Punkte und eine Be- 
rührende. (Zeichnet man das Vier- 
eck der vier Punkte und bestimmt 
den Schnittpunkt der Berührenden 
mit der Verbindungsgeraden der 
äufseren Nebenecken, so erhält man 
die zweite Berührende dieses Punk- 
tes als harmonischen Strahl mit 
der ersten Berührenden und der 
Verbindungsgeraden der Neben- 
ecken, § 33, 6 a.) 

8. Wenn in einem Kegelschnitt ein Dreieck so bewegt wird, § 39, i. 
dafs seine Ecken stets auf dem Kegelschnitt bleiben, während zwei 
seiner Seiten sich um zwei feste Punkte drehen, so beschreibt die 
dritte Seite berührend einen zweiten Kegelschnitt, der von ersterem 
bestrahlt ist in Bezug auf die Verbindungsgerade der beiden Punkte 
als Bildaxe und deren Pol als Strahlpunkt. 



9. Wenn ein Punkt auf einem 
Kegelschnitt hingleitet, während 
er mit zwei festen Punkten des- 
selben durch zwei Gerade ver- 
bunden ist, so beschreibt die Ver- 
bindungsgerade der Punkte, in 
welchen diese beiden Geraden die 
Berührenden der festen Punkte 



9\ Wenn eine Gerade auf einem 
Kegelschnitt berührend hingleitet, 
während sie zwei feste Berührende 
desselben in zwei Punkten schnei- 
det, so beschreibt der Schnittpunkt 
der Verbindungsgeraden dieser 
Punkte mit den Berührungspunkten 
der festen Berührenden 



schneiden, berührend 
einen zweiten Kegelschnitt, der ein bestrahltes Bild des ersteren ist 
mit dem Schnittpunkt der genannten Berührenden als Strahlpunkt 
und mit dessen Berührungssehne als Axe. 
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[§ 39, 1.] Die erzeugende Verbindungs- 
gerade ist stets das Bild der Be- 
rührenden des gleitenden Punktes. 



Der erzeugende Schnittpunkt ist 
)ts das Bild des Berührungs- 
punktes der gleitendenB^rührenden. 



(Bildet man die Figur so ab, dafs beide feste Punkte in unendliche 
Entfernung fallen, so ergeben sich ähnlich liegende Hyperbeln.) 



XVL 

Aufgaben über Axen, Brennpunkte und Leitgeraden. 

39, 2—6. 1. Die Strecke zwischen den Brennpunkten eines Kegelschnittes 

wird durch die Berührende eines Punktes und deren Senkrechte von 
diesem Punkt aus harmonisch geteilt (im Verhältnis der Fahrstrahlen). 

2. In einer Parabel ist der Schnittpunkt der Axe mit der Be- 
rührenden eines Pimktes (und ihrer Senkrechten in diesem Punkt) 
ebensoweit von dem Brennpunkt entfernt, als der Punkt selbst. 

3. Beschreibt man um einen Brennpunkt einer EUipse einen 
Kreis mit der grofsen Axe 2 a als Halbmesser, so erhält man die Be- 
rührende eines Punktes auf einem Halbmesser dieses Kreises, indem 
man den Abstand seines Endpunktes von dem andern Brennpunkt 
senkrecht halbiert. 

4. Der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die durch einen Punkt 
gehen und eine Gerade berühren, ist die Parabel, deren Brennpunkt 
der gegebene Punkt und deren Leitgerade die gegebene Gerade ist. 
(Vgl. Teü I § 34, 3.) 

6. Der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die durch einen Punkt 
gehen und einen Kreis berühren, ist ein Kegelschnitt, dessen Brenn- 
punkte der gegebene Punkt und der Kreismittelpunkt sind und 
dessen Hauptaxe der Halbmesser des gegebenen Kreises ist. Bei 
welcher Lage des Punktes und Kreises ist der Kegelschnitt eine 
Ellipse, eine Hyperbel? Wie unterscheiden sich im Fall der Hyperbel 
die beiden Hyperbeläste in Bezug auf die Art der Berührung? Wie 
erhält man die Asymptoten? 

6. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die eine 
Gerade und einen Kreis berühren, femer der Kreise, welche zwei 
Kreise berühren? — Unterscheidung zwischen der Lage der Ähnlich- 
keitspunkte innerhalb oder aufserhalb des Kreises, sowie zwischen 
gleichartiger und ungleichartiger Berührung durch den Kreis. 

7. Von einer Ellipse seien S und 8^ die Scheitel, F und F^ die 
Brennpunkte, der Mittelpunkt, T ein Punkt auf der Ellipse, t die 
Berührende in diesem Punkt, T^ der zweite Schnittpunkt von FT 
mit der Ellipse, t^ die Berührende dieses Punktes, l die Leitgerade zu F. 
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[§89,«-«.] 



Es ist gegeben: 


es wird gesucht: 


a) FF^T., 


^5,. 


b) FTt und Aie — 2a; 


F^SS^. 


c) FF^t; 


TS 8^. 


d) SS^t; 


FF^T. 


e) SSyF u. FahrstraUrichtg (TT,) ; 


TT^. 


f) TT.tt,', 


FFy. 


g) SS^F und Gerade ^; 


t 9- 


h) JFTTi«; 


F,. 


i) FTh, 


t. 


k) i?"«; 


T. 


1) i^Tf und Axenrichtnng; 


l. 


m) FSt; 


0. 


n) FSl; 


T im Abstand r von F. 



8. Von einer Parabel ist ein Brennpunkt, ein Punkt und seine 
Berührende gegeben; gesucht die Richtung der Axe, die Leitgerade 
und der Scheitel. 

9. Von einem Kegelschnitt sind drei Punkte gegeben und ein § 39, 7. 
Brennpunkt. Es sollen die Axen bestimmt werden (mit Hilfe eines 
Kreises um den Brennpunkt). 

10. Dieselben Stücke sind zu bestimmen, wenn aufser dem 
Brennpunkt drei Berührende gegeben sind. (Benütze Teil I, Auf- 
gabe XVI, 4r und XVn, 6.) 

11. Von einem Kegelschnitt ist ein Brennpunkt, die zugehörige 
Leitgerade und ' die Excentricität gegeben. Es sollen die Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes mit einer gegebenen Geraden bestimmt 
werden (siehe Teil 11 § 14, 2 d oder Teü III § 39, 7). 

12. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein Brennpunkt, zwei 
Berührende und auf einer ihr Berührungspunkt; gesucht werden der 
Berührungspunkt auf der jmdem und die Scheitel. 

18. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein Brennpunkt, eine 
Berührende und ihr Berührungspunkt, sowie ein weiterer Punkt; ge- 
sucht wird die Berührende des letztem und die Leitgerade. ^ 

14. Von einem Kegelschnitt sind ein Brennpunkt, zwei Punkte 
und eine Berührende gegeben. Es soUen die zugehörigen Berührenden 
und der Berührungspunkt bestimmt werden. (Als dritter abzubildender 
Punkt dient der Schnittpunkt der Geraden durch beide Punkte mit 
der Berührenden.) 

16. Von einem Kegelschnitt sind ein Brennpunkt, zwei Berüh- 
rende und ein Punkt P gegeben, gesucht die Berührungspunkte der 
ersteren und die Berührende des letzteren. (Man bestimme den Pol 
des Strahls nach dem Schnittpunkt der Berührenden durch ein harmo- 
nisches Büschel dieses Punktes, und bestimme das Bild des Poles in 
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[§ 39, 7.] unendlicher Entfernung; hierauf die GFerade zwischen Punkt und Pol 
und ihr Bild und deren Schnittpunkte mit einer Berührenden.) 

16. In einem Kegelschnitt wird einer der Winkel der Strahlen 
vom Brennpunkt nach den Gh*enzpunkten einer Sehne durch den 
Strahl nach dem Schnittpunkt der zugehörigen Berührenden halbiert. 
Der andere Winkel beider erstgenannten Strahlen wird durch den 
Strahl nach dem Schnittpunkt der Sehne mit der Polare des Brenn- 
punktes halbiert. Die Sehne selbst wird durch die Strahlen harmo- 
nisch geteilt im Verhältnis der Fahrstrahlen nach den Grenzpunkten 
der Sehne. (Man beweise mit Hilfe eines Kreises um den Brennpunkt.) 

17. Der Schnittpunkt zweier Berührenden ist von den vier 
Fahrstrahlen der Berührungspunkte gleichweit entfernt. 

18. Die Strahlen vom Schnittpunkt zweier Berührenden nach 
den beiden Brennpunkten bilden mit den benachbarten Berührenden 
oder mit der Halbierenden des Winkels der Berührenden gleiche Winkel. 

19. Gleitet eine Berührende an einem Kegelschnitt hin, während 
sie stets zwei feste Berührende schneidet, so erscheint ihre von den 
festen Berührenden begrenzte Strecke vom Brennpunkt aus unter 
unveränderlichem Winkel, so lange nicht ein Schnittpunkt in unend- 
liche Entfernung fällt; nach diesem Übergang tritt an die Stelle des 
Winkels sein Nebenwinkel, an Stelle des Halbstrahls dessen Gegen- 
strahl. Der Winkel ist hierbei stets gleich der Hälfte des (spitzen 
oder stumpfen) Winkels der Halbstrahlen vom Brennpunkt nach den 
Berührungspunkten der festen Berührenden. 

20. Bei der Parabel ergänzt der Winkel der Strahlen vom 
Brennpunkt nach den Schnittpunkten der beweglichen mit zwei festen 
Berührenden den Winkel der letztem zu 2 R. (Man benütze den 
Winkel der Fahrstrahlen nach dem Schnittpunkte der festen Berüh- 
renden und der unendlich fernen Berührenden.) 

21. Wie ist der Satz in 18 für die Parabel abzuändern? 

22. Beschreibt man um ein Berührungsdreiseit einer Parabel 
einen Kreis, so geht dieser durch den Brennpunkt (20). 

23. Von allen Parabeln, welche von einem Dreieck eine Seite 
und die Verlängerungen der beiden andern berühren, liegen die Brenn- 
punkte auf dem umbeschriebenen Kreis (20). 

24. In einer Hyperbel liegen die Schnittpunkte einer Berüh- 
renden mit den Asymptoten auf einem Kreis mit den Brennpunkten. 

26. Wenn ein unveränderlicher Winkel so bewegt wird, dafs 
ein Schenkel stets durch einen bestimmten Punkt geht, während sein 
Scheitel auf der ursprünglichen Lage des andern Schenkels weiter 
gleitet, so beschreibt der zweite Schenkel berührend -eine Parabel, 
von welcher der ursprüngliche Scheitel ein Punkt ist und der Dreh- 
punkt des Schenkels der Brennpunkt. (Benütze den Satz in Aufg. 23 
zur Winkelbestimmung.) 
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26, Die StraJbleu vom Brennpunkt nach den Schnittpunkten [§ 39, ?.] 
einer beliebigen Berührenden mit den Scheitelberührenden eines Kegel- 
schnittes sind zu einander senkrecht. 

21. Es wird in einen Kegelschnitt ein Sehnenviereck gezeichnet^ 
von welchem eine Nebenecke in den Brennpunkt fällt; femer das zu- 
gehörige Berührungsvierseit. Es ist zu beweisen: a) die Nebenseiten 
des letzteren, welche durch den Brennpunkt gehen, stehen aufeinander 
senkrecht; b) dieselben halbieren die Winkel der durch den Brenn- 
punkt gehenden Seiten des Sehnenvierecks; c) ebenso die Winkel der 
Strahlen vom Brennpunkt nach den andern Schnittpunkten der Neben- 
seiten des Berührungsvierseits. 

28, In einer Ellipse ist die halbe Summe der beiden Winkel, 
unter welchen eine Sehne von beiden Brennpunkten aus gesehen 
wird, gleich dem Nebenwinkel des Berührungswinkels. 

29, In einer EUipse ist die Summe der beiden Winkel der 
Strahlen von den Brennpunkten nach den Schnittpunkten einer be- 
weglichen mit zwei festen Berührenden unveränderlich, nämlich gleich 
dem Nebenwinkel des Winkels der letztem. 

30, Bei der Hyperbel ist in beiden vorangehenden Sätzen Unter- 
schied der Winkel statt Summe zu setzen. Wie ist es bei der Parabel, 
wie beim Kreis? 

31, Welche Sätze ergeben sich aus Satz 29, wenn die festen 
Berührenden zu einander parallel oder senkrecht sind? 

32, In einer Ellipse beträgt die Summe gewisser vier Winkel 
2i2, nämlich der beiden Winkel, unter welchen von beiden Brenn- 
punkten aus ein Abschnitt der Berührenden, gemessen vom Berüh- 
rungspunkt bis zu einem beliebigen Punkt der Berührenden, gesehen 
wird, und der beiden Winkel, unter welchen von letzterm Pynkt die 
beiden Fahrstrahlen des Berührungspunktes erscheinen. (Zum Beweis 
sind blos S. 107, 4 b und die Sätze von den Winkeln des Dreiecks zu 
benutzen.) 

33, Dreht man einen unveränderlichen Winkel um einen Brenn- 
punkt eines Kegelschnittes als Scheitel, so beschreibt der Schnittpunkt 
der Berührenden, welche zur Sehne des Winkels gehören, einen Kegel- 
schnitt, der mit ersterem den Brennpunkt und dessen Polare ge- 
meinsam hat, während die Sehne selbst berührend einen eben solchen 
dritten Kegelschnitt einhüllt. Der Schnittpunkt der Berührenden und 
der Berührungspunkt der Sehne liegen auf dem Strahl des Brenn- 
punktes, der den unveränderlichen Winkel halbiert. 

34, Der Ort der Schnittpunkte der Halbmesser zweier Kreise 
nach Wechselpunkten (siehe Aufg. V, 15) ist ein Kegelschnitt (vgl. 
Aufg. XVI, 6), welcher mit jedem der Kreise bestrahlt liegt in Bezug 
auf den Mittelpunkt des Kreises als Strahlpunkt und die Potenz- 
gerade als Axe. (Die Winkelhalbierende der Fahrstrahlen in einem 
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[§ 39, 7.] Punkt des Kegelsclinittes geht durch den Schnittpunkt der Berüh- 
renden der beiden Wechselpunkte.) Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, 
wenn der A.-Punkt innerhalb beider Kreise liegt, eine Hyperbel, wenn 
er aufserhalb liegt, eine Parabel, wenn er auf einem Kreise liegt, 
d. h. wenn für den andern Kreis eine Gerade genommen ist. 



xvn. 

Aufgaben über Gleichungen der Kegelschnitte. 

§41. 1, Legt man durch zwei Punkte A und B eines Kegelschnittes 

zwei Kreise, die mit dem Kegelschnitt noch je eine weitere Sehne 
FL und P^L^ gemeiasam haben, so liegen auch die Punkte PLP^L^ 
auf einem Kreis. (S. 114, i und Satz vom Zweistrahl im Kreis.) 

2. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf die 
Hauptaxen als Koordinatenaxen sind aus § 39, 4 c abzuleiten, ebenso 
die der Parabel aus § 39, 5 c. 

3. Das Produkt der Strecken, die eine beliebige Berührende auf 
zwei parallelen Berührenden abschneidet, ist unveränderlich, gleich dem 
Quadrat der kleinen Axe in der EUipse. (Vgl. Aufg. XIV, 7, S. 180.) 

4. Aus dem vorangehenden Satze und dem in Aufg. XIV, 6, S. 180 
soll die Gleichung der Ellipse abgeleitet werden. 

6. Es soUen in den Gleichungen: y = + — "[/a^ — x^ oder 

y = + — yx^ — a^ für x beliebige Werte angenommen und daraus die 

Werte von y bestimmt werden; hiemach soll die Gestalt der Kurve 
(Ausdehnung in Richtung der Axe, Nachweis von Mittellinien u. s. w.) 
ermittelt werden. 

6, Wenn eine Ellipse und ein Kreis einen gemeinsamen Durch- 
messer haben, so verhält sich die Kjreishalbsehne irgend eines Durch- 
messerpunktes zu der zugehörigen Halbsehne der Ellipse wie der 
Durchmesser zum zugeordneten. 

7. Es soll die Richtigkeit folgender Ellipsenzeichnungen nach- 
gewiesen werden: 

a) Man zeichnet um einen Punkt zwei Kreise, von denen zwei 
zu einander senkrechte Durchmesser die grofse und kleine Axe der 
Ellipse darstellen. Durch den Endpunkt eines Halbmessers des 
kleineren Kreises zieht man eine Parallele zum Durchmesser des 
gröfseren und durch den Endpunkt des entsprechenden Halbmessers 
des gröfseren Kreises eine Parallele zum Durchmesser des kleineren. 
Der Schnittpunkt beider Geraden ist ein Punkt der Ellipse. 

b) Bewegt man eine Gerade mit drei bestimmten Punkten der- 
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selben der Axt, dafs zwei der Punkte auf den Schenkeln eines R hin- [§ 41.] 
gleiten, so beschreibt der dritte Punkt eine Ellipse, dessen Axen die 
Abstände des dritten Punktes yon den bäiden andern sind (Leonardo 
da Vinci, um 1490). 

c) Man zeichnet in beliebigen Punkten eines Kreisdurchmessers 
die Halbsehnen iind trägt diese Ton ihren Pufspnnkten in beUebiger 
anderer Bichtung zu einander parallel an. 

d) Man trägt die grofse und kleine Axe auf eine Gerade an- 
einander an, teilt beide Strecken in gleichviele Teile, beschreibt um 
die kleine Axe als Durchmesser einen Kreis und überträgt die Halb- 
sehnen der Teilpunkte des Durchmessers als Halbsehnen an die ent- 
sprechenden Teilpunkte der grofsen Axe. 

e) Zu zwei zugeordneten Halhmessem MÄ und MC einer Ellipse 
erhält man weitere Punkte auf folgende Weise. Man beschreibt um 
M mit MÄ als Halbmesser einen Kreis, zieht in diesem den 'Halb- 
messer JkfCi J_ MÄ und verbindet C mit C^; zu irgend einem Punkt Q 
auf MÄ zieht man die Kreishalbsehnen QP^ und QP \\ MC. Dann 
wird QP von einer Geraden Pj^P \\ CC^ in einem Punkt P der Ellipse 
geschnitten. 

8. Um eine Ellipse zu zeichnen, von der zwei zugeordnete 
Halbmesser MÄ und MC gegeben sind, zeichne man das Parallelo- 
gramm ÄMCOy teile OC und CM in n gleiche Teile, von denen 
die ersteren von aus, die letzteren von M aus numeriert werden. 
Der Strahl von Ä nach einem Punkt von OC schneidet den von 
dem andern Grenzpunkt B des Durchmessers AB nach dem gleich 
numerierten Punkt von MC gezogenen Strahl in einem Punkt der 
EUipse. 

9. Wie ist die Zeichnung der vorangehenden Aufgabe zu ändern, 
um eine Parabel oder eine Hyperbel zu erhalten? 

10. Wenn von einem Kegelschnitt ein Durchmesser AB und 
eine zugeordnete Sehne CD gegeben ist, so werden auf folgende 
Weise weitere Punkte desselben gefunden. Man ziehe CS || AB 
und eine beliebige Parallele zu ÄD, die CS in M und CD in N 
schneidet. Dann ist der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden AM 
und BN ein Punkt des Kegelschnittes. Dies ist nachzuweisen: a) da- 
durch, dafs für die Halbsehne des betr. Punktes und die gegebene 
Halbsehne die in § 41, i ausgesprochene Beziehung abgeleitet wird, 
b) mittels des Pascalschen Satzes, indem noch der zu D gegengesetzte 
Punkt des Kegelschnittes zu Hilfe genommen wird. 

!!• Bewegt man eine Strecke AB der Art, dafs der eine Grenz- 
punkt Ä auf einer Geraden ÄC hingleitet, der andere B sich auf einem 
Kreis um den Punkt C bewegt, dessen Halbmesser CB = AB ist, so 
beschreibt jeder Punkt auf der Strecke eine Ellipse. (Verlängere BÄ 
um ÄD = AB, bestimme den Weg von D und benütze Aufg. 7 b.) 
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[§ 41.] 12. Bollt ein Kreis mit dem Durchmesser CA iMerlialb eines 

festen Ejreises um C mit dem Halbmesser CA, so bleibt der Örenz- 
punkt A des bewegten Durchmessers auf dem festen Durchmesser 2CA 
(Geradführung), und der (Jrenzpunkt C dieses bewegten Durchmessers 
bleibt auf dem zu CA senkrechten festen Durchmesser. — Jeder andere 
Punkt des bewegten Durchmessers beschreibt eine Ellipse (Aufg. 7 b). 



18. Die Strecke zwischen dem Fufspunkt einer Halbsehne zu der 
Axe und dem auf der Axe entstehenden Schnittpunkt der zugehörigen 

Berührenden (Subtangente) ist in der Ellipse = — ^ — , wenn a der 

halbe Durchmesser, x der Abstand der Halbsehne Tom Mittelpunkt ist. 

14. Es soll aus der vorangehenden Angabe abgeleitet werden, 
dafs die Berührende am Ende' einer zur Hauptaxe senkrechten Sehne 
und die Berührende vom Endpunkt der zugehörigen Sehne des um 
die grofse Axe beschriebenen Kreises einander auf der Verlängerung 
dieser Axe schneiden. — Wie zeichnet man mit Hilfe dieses Kreises 
zu einem Ellipsenpunkt die Berührende? 

15. Ist die Strecke von einem Punkt der Hauptaxe der Ellipse 
bis zum Mittelpunkt = x, ist femer n (Subnormale) die Strecke 
von demselben Punkt bis zum Schnittpunkt der Geraden, welche im 
Endpunkt der zugehörigen Halbsehne auf dessen Berührender senk- 
recht steht, so ist n:x = h^ : a?. 



« 

16. Die Kometenbahnen sind Ellipsen mit sehr grofser Excen- 

tricität. Da sie nur in der Nähe des einen Brennpunktes (der Sonne) 
beobachtet werden können, so nimmt man ihre Bahnen häufig als 
parabolisch an. Welche Gröfse der Scheitelgleichung der Ellipse 
(S. 116, 6) wird damit vernachlässigt? 

17. Von einer Parabel ist der Parameter jp gegeben. Es soll 
für irgend einen Abschnitt x der Axe die Halbsehne gezeichnet werden. 

18. Von einer Parabel ist der Scheitel S, die Axe g und ein 
Punkt P gegeben. Wie findet man den Parameter, den Brennpunkt, 
die Leitgerade? 

19. Von einer Parabel sind zwei Punkte und die Leitgerade 
gegeben. Man soll den Brennpunkt finden. 

20. Von einer Parabel sind zwei Punkte und die Axe gegeben. 
Man soll den Scheitel bestimmen. (Für die Koordinaten x, y und 

a?i, t/i folgt: x:{x^ — x) = y'^: Vy^— y^\ 

21. Zur Lösung der Aufgabe: „zu einem gegebenen Würfel einen 
solchen von doppelter Gröfse zu bestimmen", nehme man die Würfel- 
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kaute s und das Doppelte 2^ derselben als Parameter zweier Parabeln [§ 41.] 
mit gemeinsamem Seheitel, deren Axen zu einander senkrecht sind. 
In ersterer Parabel ist dann die Halbsehne des Schnittpunktes beider 
Parabeln die gesuchte Würfelkante. 

Altar des Apollo zu Delphi; Ausspruch des Plato. 

22. In einer Parabel ist die Subtangente (s. Aufg. 13) gleich 
dem doppelten Abschnitt der Axe. Dies soll aus dem Satz S. 109, 5 b 
abgeleitet werden. 

23. In einer Parabel ist die Subnormale gleich dem halben 
Parameter (s. Aufg. 15). 

24. In einer Parabel ist die von der Axe begrenzte, auf der Be- 
rührenden im Berührungspunkt errichtete Senkrechte (Normale) das 
geometrische Mittel zwischen dem Parameter und dem Fahrstrahl. 

25. In einer Parabel ist die Hälfte der von der Axe begrenzten 
Berührenden das geometrische Mittel zu dem Parameter und dem 
Axenabschnitt der zugeordneten Sehne des Berührungspunktes. 

26. Von einer Parabel ist die Axe, eine Berührende und der 
Berührungspunkt gegeben; wie findet man den Brennpunkt und den 
Parameter? 

27. Von einer Parabel ist die Axe, der Scheitel und eine Be- 
rührende gegeben. Wie findet man den Berührungspunkt? 

28. Von einer Parabel ist ein Punkt, seine Berührende und die 
Richtung des Durchmessers gegeben, sowie die Gleichung für diesen 

2 c* 

Durchmesser y^ = — - x, wobei c und g gegebene Strecken sind 

y * 

(siehe Anm. S. 119). Der Brennpunkt, der Scheitel, die Leitgerade 
sollen gefunden werden. 



29. Welche Art von Linie ist durch die rechtwinkeligen Koordi- 
naten Xy y der Gleichung y^ = x^ — a^ dargestellt? 

30. In der Hyperbel ist die ideelle Halbaxe (s. S. 116) das 
geometrische Mittel der Abschnitte, in welche die Strecke zwischen 
beiden Brennpunkten durch einen Scheitel geteilt wird. 

31. Bei der gleichseitigen Hyperbel ist der Fahrstrahl des 

Scheitels = a (l/2"+ l). 

32. Von allen Hyperbeln mit gemeinsamen Scheiteln schneiden 
einander die Berührenden der Schnittpunkte einer zur Axe senk- 
rechten Geraden in einem Punkt der Axe. (Übereinstimmung der 
Subtangenten.) 

33. In einer Hyperbel ist die Hälfte eines ideellen Durch- 
messers das geometrische Mittel zwischen den beiden Abschnitten, in 
welche eine mit ihm parallele Strecke zwischen den Asymptoten von 
einem Hyperbelast geteilt wird. 
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[§ 41.] 34, Es soll aus der yorangehenden Angabe gefolgert werden, 

dafs mit wachsender zugeordneter Halbsehne die Hyperbel sich der 
Asymptote nähert. 



35, Ist r ein Fahrstrahl, a dessen Winkel mit der Axenrichtnng 
von dem Brennpunkt nach dem ihm zunächst liegenden Scheitel, so 

ist die Polargleichung a) der Ellipse t = ^\ "~ ^ ^ , 

o o/ r 1+ccosa' 

b) der Hyperbel r = ?', ~ ^ , 
^ •' ^ 1 + e COB a ' 



c) der Parabel r = 



P P 



2(1 + cos a) , , a 
^ ' ' 4cos* — 

Diese Grleichungen soUen aus S. 110, 6 abgeleitet werden; dann 
sollen die Werte bestimmt werden, ,die sich fiir « = 0, a = 90®, 
a = 180® u. s. w. ergeben. 

36, Wie lauten die Polargleichungen der Kegelschnitte, wenn 
der Pol statt in den Brennpunkt in den Mittelpunkt verlegt wird? 



§ 41, 7. 37. In einer Parabel ist der Winkel der Senkrechten zu der Be- 

rührenden in zwei Punkten einerseits der Axe halb so grofs als der Winkel 
der zugehörigen Fahrstrahlen. 

38. Der Krümmungshalbmesser in einem Parabelpunkt ist viermal 
so grofs als der Halbmesser des Kreises, der in diesem Punkt berührt und 
zugleich durch den Brennpunkt geht. 

39. Der Krümmungshalbmesser für den Scheitel der Parabel ist 
gleich dem halben Parameter. 

40« Wenn man den Fahrstrahl eines Parabelpimktes in der Bichtung 
von diesem Punkt zum Brennpunkt um seine eigene Gröfse verlängert 
und im Endpunkt die Senkrechte errichtet, so schneidet diese die Senk- 
rechte zur Berührenden des Parabelpunktes im Exümmungsmittelpunkt. 
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